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Zusammenfassung

Die Thomson-Streuung von Twisted Light an Elektronen wird untersucht. Dabei ist das Ziel,
die Winkelverteilung der gestreuten Lichts durch die gezielte Wahl von Strahlparametern wie
der topologischen Ladung und dem Offnungswinkel zu manipulieren. Es wird gezeigt, dass die
Winkelverteilung insbesondere bei der Verwendung einer Superposition zweier Bessel-Strahlen,
deren topologische Ladungen eine Differenz von 1 oder 2 aufweisen, in einem gewissen Maf3e
beeinflusst werden kann, sodass gewisse Streurichtungen bevorzugt werden. Zudem wird die
Polarisation der gestreuten Strahlung analysiert.
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1 Einfithrung

Wie ein kiirzlich veréffentlichter Artikel von Seipt, Surzhykov und Fritzsche [1] zeigt, lasst sich bei
inverser Compton-Streuung von Photonen an sogenannten Twisted Electrons — d. h. Elektronen,
die eine Bahndrehimpulsprojektion auf die Strahlachse besitzen und somit einen sogenannten
Vortex-Strahl bilden - die Winkelverteilung der gestreuten Rontgenphotonen eftektiv beeinflussen,
insbesondere bei Superposition zweier solcher Strahlen mit unterschiedlicher Bahndrehimpuls-
projektion m.

Ein solcher Vortex-Strahl aus hochenergetischen Elektronen lief8 sich bis jetzt jedoch nicht
experimentell realisieren. Deutlich einfacher ist die Erzeugung von sogenanntem Twisted Light,
also Photonen, die ebenfalls einen solchen Vortex-Strahl bilden.

Daher soll in dieser Arbeit untersucht werden, inwiefern eine gezielte Manipulation der Winkel-
verteilung des gestreuten Lichtes bei Thomson-Streuung - dem Grenzfall der Compton-Streuung
tiir niedrige Photonenenergien — durch die Verwendung von Twisted Light mdglich ist. Zusdtzlich
zur Winkelverteilung wird die Polarisation der gestreuten Strahlung in Abhéngigkeit der Parameter
des Photonen-Vortex-Strahls untersucht. Das Ziel ist dabei, optimale Parameter fiir eine Kontrolle

der Winkelverteilung zu bestimmen.

1.1 Der Bahndrehimpuls des Lichtes

Der Zusammenhang zwischen der zirkularen Polarisation eines Lichtstrahles und dem Photonen-
spin ist seit langem bekannt. Dass ein Photon neben seinem Spin auch eine Bahndrehimpuls-
projektion auf die Strahlachse aufweisen kann, der mit einer spiralférmigen Phasenstruktur
einhergeht, wurde zuerst 1992 von Allen et al. [2] anhand von Laguerre-Gauf3-Lasermoden gezeigt.
Fiir solche Lichtstrahlen, die eine von Null verschiedenen Projektion des Bahndrehimpulses auf
die Strahlachse besitzen, hat sich der Begrift Twisted Light durchgesetzt. Einen guten Einstieg in
die Thematik bieten Yao und Padgett [3].

Wie oben erwihnt, ist der Bahndrehimpuls des Lichtes durch seine rdumliche Phasenstruktur
gegeben. Eine azimutale Phasenstruktur von e™? (m € Z) um die Ausbreitungsrichtung entspricht
dabei einer Bahndrehimpulsprojektion von m# pro Photon. Auf der Strahlachse ergibt sich dabei
fir m # 0 stets eine Phasensingularitit, die Intensitét veschwindet dort. Die Flachen gleicher
Phase bilden in diesem Fall keine Ebenen, sondern spiralférmige Strukturen. Die Zahl m wird als

topologische Ladung bezeichnet.
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Neben Laguerre-Gauf3-Strahlen existieren noch weitere Strahlarten, die einen Bahndrehimpuls
aufweisen konnen. Besonders interessant sind dabei sogenannte Bessel-Strahlen, da sie Eigenschaf-
ten aufweisen, die fiir viele Anwendungen in der Atomphysik niitzlich sind, z. B. fiir optische
Pinzetten [4].

1.2 Bessel-Strahlen

Bessel-Strahlen wurden zuerst 1987 von Durnin, Miceli und Eberly [5] als eine Losung der Helm-
holtzgleichung

(V2+ k) y(r) =0 (11)

beschrieben, die ohne Beugung propagiert, also ihre Form nicht dndert. Bei ihnen handelt es sich
um Strahlen, deren Amplitude in radialer Richtung einer Besselfunktion erster Art entspricht, in
Zylinderkoordinaten (7, ¢, z) bei einer Ausbreitung in z-Richtung gemaf3' [6, 7]

Yt (112 9:2) =\ [ 2T Ger.) explimep + ikz2) (12)

Dabei ist k, der longitudinale Anteil des Wellenvektors und s der transversale, es gilt dementspre-

chend
Vk:+n?=k. (13)

Ideale Bessel-Strahlen besitzen (dhnlich einer ebenen Welle) eine unendliche laterale Ausdeh-
nung und unendliche Energie, daher sind sie ein rein theoretisches Konstrukt. Gute Ndherungen
an Bessel-Strahlen, sogenannte Bessel-Gauf$-Strahlen 8], lassen sich jedoch in der Praxis leicht
produzieren, z. B. aus Gauf3- bzw. Laguerre-Gauf3-Strahlen mittels eines Axicons [9, 10].

1.2.1 Parameter und Eigenschaften

Die topologische Ladung und die transversale Komponente des Wellenvektors bestimmen maf3geb-
lich die Gestalt des Strahls: Die topologische Ladung m bestimmt die Ordnung der Bessel-Funktion
und somit das grundlegende Profil des Strahls, wihrend die transversale Komponente » des Wellen-
vektors die Skalierung der Bessel-Funktion festlegt: Groflere Werte von x fithren zu schmaleren
Profilen des Bessel-Strahls.

1.2.2 Entwicklung des skalaren Bessel-Strahls nach ebenen Wellen

Die Wellenfunktion des skalaren Bessel-Strahls kann als Superposition skalarer ebener Wellen

'** mit verschiedenen Wellenvektoren k beschrieben werden. Da der transversale und der longi-

'Die von mir fiir die Berechnungen verwendete Normierung der Wellenfunktion weicht von der hier angefiihrten
geringfiigig ab und wird in Unterabschnitt 2.3.2 erldutert.



1.3 Thomson-Streuung

tudinale Anteil des Wellenvektors betragsmaf3ig konstant sind, liegen diese Wellenvektoren k auf
einem Kegel mit dem Offnungswinkel 6, = arctan(x/k,). Dies ist in Abbildung 1.1 skizziert.

Abbildung 1.1: Kegel der Wellenvektoren k, die einen Bessel-Strahl bilden.

Die Wellenfunktion (1.2) lasst sich folgendermafien als Superposition skalarer ebener Wellen

darstellen [7, 11, 12]:

42
k ex
l//”kzm(rl’(P’ Z) .[(2 )lz %m J_)elk (14)
mit k = k, + k,é, und den Amplituden
21 .
A (k1) = 7(_i)melm¢k8(kl -n). (1.5)

Dabei ist ¢ der Azimutalwinkel im k-Raum, d.h. k, = k, cos ¢éx + k, sin ¢4&,. Durch den
Offnungswinkel 6 ausgedriickt lauten die Wellenvektoren also

sin 0 cos @
k=k|sinOsingy | . (1.6)
cos 0

Als rein skalare Beschreibung berticksichtigt die obige Entwicklung nicht den Spin, also die
Polarisation des Bessel-Strahls. Die vektorielle Beschreibung der Entwicklung nach ebenen Wellen
ist essentiell fiir die vorgenommenen Betrachtungen und wird in Abschnitt 2.5 beschrieben.

1.3 Thomson-Streuung

Als Thomson-Streuung bezeichnet man die elastische Streuung eines Photons an einem freien,
nichtrelativistischen Elektron (oder allgemeiner an einem beliebigen freien, nichtrelativistischen,
geladenen Teilchen), d. h. es findet kein Impulsiibertrag auf das Elektron statt und das Photon hat
nach der Streuung die gleiche Wellenldnge w wie vor der Streuung.

Die Thomson-Streuung stellt den Grenzfall der Compton-Streuung fiir niedrige Photonen-
energien dar. ,,Niedrig“ bedeutet in diesem Fall, dass die Photonenenergie klein gegeniiber der
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Elektronenmasse ist, iw << mec2. Da die Ruheenergie des Elektrons ca. 511 keV betragt, ist dies fiir
Photonen im sichtbaren Wellenldngenbereich (Groflenordnung 1 eV) in guter Naherung erfiillt.

Gleichfalls kann die Thomson-Streuung auch im Rahmen der klassischen Elektrodynamik be-
schrieben werden, wie dies z. B. im Lehrbuch von Jackson [13] geschieht: Durch das das Strahlungs-
feld wird das Elektron zu Schwingungen angeregt, worauf es selbst Strahlung in Form einer
elektromagnetischen Welle der gleichen Frequenz aussendet. Diese klassische Beschreibung ist
aquivalent zum Grenzfall niedriger Strahlungsintensitit bei der Compton-Streuung an einem
nichtrelativistischen Elektron.

In der vorliegenden Arbeit wird die Thomson-Streuung als Prozess in zweiter Ordnung Stérungs-
theorie betrachtet, dies ist in Abschnitt 2.2 ndher beschrieben.



2 Formalismus

In diesem Kapitel werden die Methoden erldutert, die bei den Berechnungen zum Einsatz kom-
men." Es wird ein nichtrelativistischer Formalismus verwendet. Da die Streuung im Ruhesystem
des Elektrons betrachtet wird, ist das so erhaltene Ergebnis exakt.

Die Basis der Betrachtungen bildet die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes. Diese ist
in vielen Lehrbiichern, z. B. bei Greiner [14] oder Sakurai [15], teils ausfithrlich beschrieben. Nur
der Vollstandigkeit halber ist die Herleitung in Abschnitt A.2 im Anhang kurz zusammengefasst.
Das Ergebnis der Herleitung ist der Operator fiir das quantisierte Vektorpotential:

Ats0= [ d%% %Z[:sg(ic)&g(k)eik'x+e;(ic)a;(k)efik'x]. (2.1)

Dabei bezeichnet k einen Wellenvektor, sg(fc) einen auf diesem Wellenvektor k senkrecht ste-
henden Polarisationsvektor zu einem Polarisationszustand ¢ (die Beschreibung von Polarisa-
tionszustinden ist in Abschnitt 2.4 erldutert) und a! (k) bzw. d, (k) sind die Erzeugung- bzw.
Vernichtungsoperatoren fiir ein Photon mit dem Wellenvektor k und dem Polarisationszustand o.

Ein Zustand des Strahlungsfeldes, der ein einzelnes einzelnen Photon (eine ebenen Welle) mit
dem Wellenvektor k und dem Polarisationszustand ¢ beschreibt, wird im Folgenden mit | k, o)
bezeichnet. Dabei wird ein solcher Einphotonenzustand mittels des entsprechenden Erzeugungs-

operators aus dem Vakuumzustand |0) erzeugt:

|k, 0) = aj(k)|0). (2.2)

2.1 Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Elektronen und

Photonen

Um die Wechselwirkung eines freien Elektrons mit einem elektromagnetischen Feld zu beschreiben,

wird das Prinzip der minimalen Kopplung verwendet. Dabei wird der Impulsoperator geméafd

P b CAW) (23)

'Einige der verwendeten Symbole bzw. Schreibweisen sind in Abschnitt A.1 im Anhang beschrieben.
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ersetzt. Damit ergibt sich der Hamiltonoperator des Elektrons zu

(- fAE)’

H
2me
3 e?
= “p-Ax) *3 A (x) . (2.4)
2me MeC
——
=Ho =Hint

Man erhalt zwei Terme: den freien Hamiltonian Hy, welcher die freie Propagation des Elek-
trons beschreibt und ebene Wellen als Losungen besitzt, und einen Wechselwirkungsterm &t int>
der die Wechselwirkung des Elektrons mit dem quantisierten Strahlungsfeld beschreibt. Der
Wechselwirkungs-Hamiltonian ldsst sich in zwei Summanden aufteilen: einen Term proportio-
nal zu A(x) und einen proportional zu A (x). Diese werden im Folgenden mit H , und H!’,

bezeichnet:
. e , e .2
Hine=——p-A(x) + SA(x) . (2.5)
eC 2mec
_Hllnt _H1’|’1t
Einsetzen des quantisierten Vektorpotentials (2.1) liefert
v e ik- —ik-
= = e [ @[5 T b [t (R0 ()64 + 85 (k)i (k)] (26)
und
2
. e“h
H = [k [aw
" 8n2mec Vkk ZU:;

(&0 (k) - 81 (' )aig () gy (K ) FHKD% 1 25 (k) - &5, (kYo (), (K )l FH
w85 (k) - 2 (')t} () gy (K )e D% 1 g (k) - 3, (I )l (k) af, (e K=
(2.7)

2.2 Storungstheoretische Beschreibung des Streuprozesses

Der Prozess der Thomson-Streuung wird im Rahmen der zeitabhéngigen Stérungstheorie be-
schrieben, konkret in Stérungstheorie zweiter Ordnung in der Ladung e. Das ungestorte System
ist durch den freien Hamiltonian Hy gegeben, dessen Losungen ebene Wellen (charakterisiert
durch einen Wellenvektor q = p/h) sind, die Stérung durch den Wechselwirkungs-Hamiltonian
Hiy. Basierend darauf kann man das Ubergangsmatrixelement fiir den Streuprozess aufstellen,

was die Basis fiir die weiteren Berechnungen bildet.



2.3 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnittes und der Stokes-Parameter

Bei der stérungstheoretischen Beschreibung muss beachtet werden, dass alle Storungsterme

konsistent zur selben Ordnung betrachtet werden: Der Term H}"

Term H!

int
Beschreibung des Prozesses im Ruhesystem des Elektrons kann darauf aber verzichtet werden, da

. ist proportional zu e?, der
jedoch nur zu e, folglich miisste er in zweiter Ordnung betrachtet werden. Durch die

in diesem Fall p = 0 gilt und der Operator H}, = — P A damit verschwindet.
Das Ubergangsmatrixelement M fiir einen Anfangszustand |i) und einen Endzustand | f) ist

dann durch
My = (f|Hip|i) (2.8)

gegeben. Im Fall ebener Photonenwellen sind die Zustinde |i) und | f) dabei jeweils durch den
Wellenvektor des Elektrons (q) und des Photons (k) sowie den Polarisationszustand o des Photons

charakterisiert,

i) =g ki> 03) |f) =4 kg 07) - (2.9)

Fir Twisted Light ersetzt man entsprechend den Zustand |i) in passender Weise, wodurch man
ein anderes Matrixelement erhilt. Dieses macht dann den Unterschied zwischen ebenen Wellen
und Bessel-Strahlen aus. Wie die Zustinde |i) firr die verschiedenen Szenarien lauten, ist am
Anfang der jeweiligen Kapitel beschrieben.

2.3 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnittes und der

Stokes-Parameter

Die Winkelverteilung der gestreuten Photonen wird durch den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt do/dQ) charakterisiert, der vom Raumwinkel () abhangt, in welchen das jeweilige Photon
gestreut wird. Zur Charakterisierung der Polarisation der gestreuten Photonen werden die Stokes-

Parameter berechnet.

2.3.1 Fermis Goldene Regel

Die Ubergangsrate P = dP/dt, also die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit, fiir den Ubergang
von einem Anfangs- in einen Endzustand unter einer Storung wird durch Fermis Goldene Regel

beschrieben [14]:
P:%i ’Mfi|2 8(Ef - E;). (2.10)
f

Dabei bezeichnet ¥ ¢ die Summation/Integration tiber alle betrachteten Endzustinde, hier also die
Summation iiber zwei orthogonale Polarisationszustinde oy des Photons und Integration iiber
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die finalen Wellenvektoren k¢ und q # von Photon und Elektron:
L )3 / 3 LY (5
;f:(— dqf(—) [eK Y (2.11)
y 2m 27 a7

2.3.2 Der Wirkungsquerschnitt und die Normierung der Wellenfunktionen

Nach dem Lehrbuch von Landau und Lifschitz [16] ist der totale Wirkungsquerschnitt oot S0
definiert, dass das Differential der Ubergangswahrscheinlichkeit

dP = gyt V12 11 12 dV dt (2.12)

ist. Dabei sind #; und n, die Teilchendichten der an der Streuung beteiligten Teilchen im Anfangs-
zustand. Da es sich dabei um ein Elektron und ein Photon handelt, werden diese im folgenden
mit ¢ bzw. npp, bezeichnet. Die Teilchendichte n;(x) berechnet sich aus der Ortswellenfunktion
vi(x) gemafd

ni(x) =v; (x)vi(x). (2.13)

Die Grof3e v, bezeichnet die Relativgeschwindigkeit der beiden an der Streuung beteiligten
Teilchen, fiir die Streuung eines Photons gilt daher stets v, = c. Nach zeitlicher Ableitung erhalt
man

dP = 001 € 11 npndV. (2.14)

Uber das Volumenelement dV, in dem die Streuung stattfindet, wird integriert, sodass man
schliefllich
P = 01 C /dV Nel Mph (2.15)

erhilt. Sofern n¢ und np,, im Volumen V konstant sind, erhdlt man dann den totalen Wirkungs-
querschnitt zu
P
Ot = ———— (2.16)
NeNppcV

bzw. den den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/dQ durch Ableiten nach dem Raumwinkel

Q, in welchen das Photon gestreut wird:

d_o = —1 d—P (2.17)
dQ nehppcV dQ ’ W

Im Gegensatz zu ebenen Wellen ist die Teilchendichte n,, eines Bessel-Strahls nicht konstant:

]wéﬂw)\ = const., aber W}():v)‘ oc JZ (nr,) # const. (2.18)



2.3 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnittes und der Stokes-Parameter

In der Literatur [11] wurde diesbeziiglich vorgeschlagen, einen gemittelten Wirkungsquerschnitt
04y einzufithren: Durch Integration tiber die raumlich verdnderliche Teilchendichte erhélt man

S bzw. o __ 1 4P (2.19)
Y ne (npn) cV ' dQ  ng (npn) cV dQ 9

mit der gemittelten Teilchendichte

(npn) = % fd3x Mph(X) . (2.20)

Diese Definition eines gemittelten Wirkungsquerschnitts wird bei den in Kapitel 4 und 5 durchge-
tithrten Berechnungen verwendet.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist generell unabhéngig von der Normierung der Zu-
stande. Es ist jedoch zu beachten, dass die Normierung der zur Berechnung der Teilchendichte
verwendeten Ortswellenfunktion y,n(x) = (x |k, o) fiir das einlaufende Photon derjenigen des
entsprechenden Besetzungszahlzustandes | k, o) entspricht. Nur wenn man beide Normierungen
konsistent wihlt, kiirzen sich alle Normierungsfaktoren. Deshalb wahlt man nach Greiner [14] fiir
die normierte Ortswellenfunktion einer ebenen Welle in einem (unendlichen) Volumen V = L?
die Form

1 ik-x

vi(x) = (x|k,0) = ﬁe . (2.21)

Diese Normierung bewirkt, dass die Teilchendichte fiir ein solches Photon

nph = Y (%) y(x) = % (2.22)

betragt, was genau einem Photon im Volumen V entspricht. Fiir das Elektron, welches ebenfalls
als ebene Welle beschrieben wird, wihle ich die gleiche Normierung. Die Berechnung der korrekt
normierten Ortswellenfunktion fiir einen Bessel-Strahl ist in Abschnitt 2.5 beschrieben.

2.3.3 Dichtematrix und Stokes-Parameter der gestreuten Strahlung

Der Polarisationszustand einer elektromagnetischen Welle lasst sich allgemein mittels einer Dichte-
matrix p oder den Stokes-Parametern I, P;, P,, und P; beschreiben. Beide Varianten enthalten
aquivalente Informationen.

Bei der Dichtematrix handelt es sich um eine komplexe (2 x 2)-Matrix. Sie bezieht sich stets
auf eine bestimmte Basis aus zwei orthogonalen Polarisationszustinden ¢ und ¢’ (z. B. links- und
rechtshindig zirkular polarisiert), im Folgenden durch die komplexen Polarisationsvektoren &,
und &,/ reprasentiert. Aus den Komponenten des Vektors der elektrischen Feldstarke € in dieser
Basis,

E=Ese5+ EgiEyr (2.23)
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ergeben sich die Elemente der Dichtematrix zu dieser Basis als

EEY,
Poo’ * 7o

=20 (2.24)
Eo|* + [Eqr[?

Wie leicht ersichtlich ist, gilt nach obiger Definition trp = 1.

Ist p> = p, so spricht man von einem reinen Zustand. Die Strahlung ist in diesem Fall vollstindig
polarisiert 17, S. 10].

Die Stokes-Parameter beschreiben die Polarisation im Bezug auf eine Referenzebene. Diese wird
so festgelegt, dass die Ausbreitungsrichtung des Strahls in dieser Ebene liegt. Ublicherweise wihlt
man die Streuebene, sodass man die gleiche Ebene fiir die einfallende und die gestreute Strahlung
verwenden kann. Anschlieflend zerlegt man den (komplexwertigen) Vektor der elektrischen
Feldstirke in seine parallel und senkrecht zu dieser Referenzebene polarisierten Anteile,

8:(€||§|| +£lél- (2.25)

Die Stokes-Parameter sind dann folgendermaflen definiert [17, S. 5]:

I= |€H |2 + |€l|2, (2.26)
Py = ¢ ? - &L, (2.27)
P, = -2Re(§)€7), (2.28)
Py = -2Im(&|€Y). (2.29)

Der erste Parameter stellt die Intensitit I = |€]* des Strahls dar. Oft werden die Stokes-Parameter
auf diese Grofle normiert:

P, =PI, ie{l,2,3}. (2.30)

Der Polarisationsgrad IT gibt an, wie grof8 der Anteil polarisierter Strahlung ist. Dabei entspricht
IT = 1 vollstandig polarisierter Strahlung. Der Polarisationsgrad begerchnet sich aus den Stokes-

\/P? + P + P? ————
m=+1—2_3-./p?+P2+P2. (2.31)

I

Parametern nach

Die normierten Stokes-Parameter P; konnen mit der Dichtematrix in Zusammenhang gebracht
werden. Betrachtet man die Dichtematrix zur selben Basis { £, £, }, beziiglich der man die Stokes-

Parameter definiert hat, so erhilt man den Zusammenhang [17, S. 10]

1 |£”|2 €||€I 1 1+ 131 —i’z - ip3 ( )
= = = — ~ ~ ~ . 2.32
PoT\ee lep) 2\-mvins 1-B 3
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2.4 Beschreibung von Polarisationszustinden des Lichts

Somit kann man aus den Elementen der Dichtematrix die Stokes-Parameter wie folgt berechnen:

By =pjj—piss Py=—pjL—pu> Py=i-(pj.—pyy) - (2.33)

Um die Elemente der Dichtematrix fiir das gestreute Photon zu ermitteln, wird bei der Berech-
nung der Ubergangsrate P auf die Summation der beiden orthogonalen Polarisationszustinde
verzichtet, stattdessen werden in der folgenden Formel fiir ¢ und ¢’ die zuvor festgelegten
Polarisationszustdnde (parallel/senkrecht zur Streuebene) eingesetzt.

. 2m L 6 3 3 *
B = 2% (ﬁ) [ &ay [ &k Mpi(o)M7(0")0(Eg - E). (234)

Dabei ist
Myi(0) = (q ks, 0| Hine 1), (2.35)

Die Elemente der Dichtematrix erhdlt man dann als

(2.36)

Konstante Vorfaktoren der Ubergangsrate konnen hier vernachlissigt werden, da sie sich bei der
Berechnung herauskiirzen und die Dichtematrix durch die Berechnungsvorschrift automatisch
auf 1 normiert ist. Aus diesem Grund geniigt es auch, mit der Ubergangsrate zu rechnen (anstatt
mit dem Wirkungsquerschnitt), da die Teilchendichten nicht vom Polarisationszustand abhéngen

und nur einen konstanten Faktor liefern.

2.4 Beschreibung von Polarisationszustinden des Lichts

Die Beschreibung des Polarisationszustandes o einer elektromagnetischen Welle kann durch einen
Jones-Vektor J, geschehen. Dabei handelt es sich um einen komplexwertigen Vektor mit zwei
Eintrégen, die allgemein die Anteile der Polarisation parallel (¢|) und senkrecht (e, ) zu einer
Referenzebene beschreiben. Diese Referenzebene muss so gewéhlt werden, dass der Vektor k
darin liegt. Oft wahlt man hierfiir die x-z-Ebene, wenn sich das Photon in z-Richtung fortbewegt.
Die Jones-Vektoren werden so normiert, dass |J|* = 1 ist.

Die dreidimensionalen Polarisationsvektoren &, (k) beschreiben ebenfalls den Polarisations-
zustand, sind aber von der Richtung des Wellenvektors k abhingig. Sie stehen aufgrund der
Coulomb-Eichung stets senkrecht auf dem Wellenvektor, d.h. &,(k) - k = 0. Fiir ein Photon
mit der Ausbreitungsrichtung k = &, wihle ich die x-z-Ebene als Referenzebene; so entspre-

chen die Komponenten des Jones-Vektors J, = (2;) gerade den ersten beiden Komponenten des
Polarisationsvektors &, (k),
£5(8;) = (ex,€5,0)7. (2.37)
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2 Formalismus

Fiir die Beschreibung eines allgemeinen Polarisationsvektors in k-Richtung als Funktion des

o= (1) (2.38)

&

Jones-Vektors

wihle ich die Referenzebene, die von k und ¢, aufgespannt wird. Fiir den Fall, dass IAci =&,
(einfallendes Photon) und k = k (gestreutes Photon) ist, entspricht das der Streuebene (der Ebene,
die von ein- und ausfallendem Strahl aufgespannt wird). Im Fall k = +é, wihle ich wieder die
x-z-Ebene. Dann ergibt sich der Polarisationsvektor sg(k) in sphirischen Koordinaten k= (0,9)
durch entsprechende Drehung (zuerst um den Polarwinkel 6 um die y-Achse, anschlieflend um
den Azimutalwinkel ¢ um die z-Achse):

cosg —sing 0){cos@® 0 sinf) [g g|cosBcos¢p— e, sing
£,(0,9)=|sing cosgp 0O 0 1 0 e |=]¢jcostsing +e cosg
0 0 1/\-sin@ 0 cos@/\O0 —¢| sin6
(2.39)

Den Polarisationsvektor fiir einen bestimmten Polarisationszustand erhélt man nun durch Einset-

zen entsprechender Werte fiir ¢| und ¢, also eines entsprechenden Jones-Vektors. Zum Beispiel

gilt fiir lineare Polarisation parallel zur Referenzebene J = (é
_ (0

J=()-

Der Zustand der zirkularen Polarisation wird durch die sogenannte Helizitdt A = +1 charakteri-

), senkrecht zur Referenzebene

siert. Dabei steht A = 1 fiir rechtshidndig und A = -1 fiir linkshéndig zirkulare Polarisation. Der

entsprechende Jones-Vektor lautet J = % (J\) Es ist zu beachten, dass auf dem Gebiet der Optik
die umgekehrte Definition tiblich ist (dort steht J = % (}) tiir linkshandig zirkulare Polarisation),
da man dort die entgegengesetzt der Ausbreitungsrichtung des Strahls schaut, wahrend die Helizi-
tt als Projektion des Photonenspins auf die Strahlachse definiert ist. Ich bezeichne im Folgenden

stets A = 1 als rechtshindig zirkulare Polarisation.

2.5 Eigenschaften und Beschreibung von Bessel-Strahlen

Nachdem der skalare Bessel-Strahl in Kapitel 1 schon kurz beschrieben wurde, soll an dieser
Stelle eine ausfiihrlichere Betrachtung in Hinblick auf den vektoriellen Formalismus, der einen
Bessel-Strahl mit Spin- und Bahndrehimpulsprojektion beschreibt, erfolgen. Die Strahlachse sei
dabei stets die z-Achse.

Das Vektorpotential A(x) fiir ein Twisted Photon erfiillt die Helmholtzgleichung

(V2 + k2) A(x)=0. (2.40)
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2.5 Eigenschaften und Beschreibung von Bessel-Strahlen

Dies ist sowohl fiir ebene Wellen als auch fiir Twisted Light gegeben. Von einem Vektorpotential,
welches einen Vortex-Strahl beschreibt, fordern wir weitere Bedingungen, die bei Matula et al. [7]
ausfiihrlicher beschrieben sind und hier kurz zusammengefasst werden sollen:
Das Vektorpotential soll eine Eigenfunktion der z-Komponente p, = —ia% des Impulsoperators
sein,
poA(x) = k. A(), (2.40)

v

sowie eine Eigenfunktion der z-Komponente des Gesamtdrehimpulsoperators J, = I, + S.,
J. A(x) = mjA(x). (2.42)

Die entsprechenden Operatoren fiir Bahndrehimpuls und Spin lauten in der Ortsdarstellung

5 5 0 1 0
L,=-i (x— - y—) bzw. S,=-i|l-1 0 0o]. (2.43)
dy ~ox
0 0 0

Analog zur skalaren Betrachtung in Unterabschnitt 1.2.2 lasst sich auch der vektorielle Bessel-
Strahl als Superposition ebener Wellen mit der Wellenzahl k auffassen. Auch diese Wellenvektoren
liegen auf einem Kegel: Sie besitzen eine wohldefinierte Komponente k, des Wellenvektors in
Strahlrichtung (longitudinal). Aufgrund dessen ist auch der Betrag des transversalen Anteils des
Wellenvektors auf » = |k, | = \/m festgelegt. Die Richtung des transversalen Anteils k, ist
nicht bestimmt und wird, wie bei der skalaren Betrachtung, durch den Winkel ¢, parametrisiert:
k, =xcos iy + xsin ¢ye,.

Die Normalmoden des elektromagnetischen Feldes sind durch die transversalen ebenen Wellen
Ao (x) = &5 (k)™ (2.44)

mit k - £, (k) = 0 gegeben. Fir das Vektorpotential des Bessel-Strahls erhilt man also analog zu
Gl. (1.4) die Form
Ayk.mo(x) = /ﬂa (k. )&, (k)e** (2.45)
am (2m)2 "
mit den selben Entwicklungskoefhizienten d,,,, (k, ) = \/m (=i)™e™m?x§(k, —x) wie im skalaren
Fall. Da fir die Polarisationsvektoren die Bedingung k - &,(k) = 0 gilt, erfiillt Gl. (2.45) die
Coulomb-Eichung V- A = 0.
Im Impulsraum ist L,= —i%. Die Entwicklungskoeffizienten a,,, (k, ) sind Eigenfunktionen

von L, zum Eigenwert m. Daher erfiillt auch der skalare Bessel-Strahl die Eigenwertgleichung

I:z V/ukzm(x) =m V/ukzm(x) . (2.46)
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2 Formalismus

Damit das Vektorpotential die Eigenwertgleichung (2.42) erfiillt, miissen die Polarisationszustidnde
0, die den Spin charakterisieren, naher spezifiziert werden. Fiir ebene Wellen sind die Eigen-
funktionen von S, durch Polarisationsvektoren mit einer wohlbestimmten Helizitat A = +1
gegeben. Die entsprechenden Polarisationsvektoren ergeben sich fiir einen Wellenvektor k wie in
Gl. (1.6) aus GL. (2.39) zu

cos Oy cos ¢ — iA sin @y

ENCDE E cos O sin o + iA cos g | - (2.47)
—sin @

Mit diesen Polarisationsvektoren ergibt sich das Vektorpotential A(x) fiir einen Bessel-Strahl mit
den geforderten Eigenschaften zu
A n (%) = fﬂa (k1)ea(K)elk™ (2.48)
nk,mA (21_[)2 am\IV1)EA . .
Die topologische Ladung m, welche angibt, wie viele vollstindige ,,Umdrehungen® die Phase
bei Umlauf der Strahlachse vornimmt, entspricht also der Bahndrehimpulsprojektion auf die
Strahlachse des Photons in Einheiten von #, wiahrend die Helizitdt A die Spinprojektion auf die
Strahlachse beschreibt.

Ein (zirkular polarisiertes) Twisted Photon, dessen Ausbreitungsrichtung mit der z-Achse iiber-
einstimmt, wird also durch die vier Parameter », k., m und A charakterisiert. Der entsprechende
Hilbertraumzustand, im Folgenden mit |x, k., m, A) bezeichnet, lasst sich analog zu Gl. (2.48)
ebenfalls als Superposition ebener Wellen | k, o) darstellen, also

d’k, .
|2, k,, m, A) = Wa%m(kl)\kl + k&, A). (2.49)

Die normierte Ortswellenfunktion ¥,_,, (1, 9,2) = (x|x, k;, m, A) eines solchen Twisted
Photons, wie sie zur Berechnung der Teilchendichte benotigt wird, erhdlt man aus Gl. (2.49) mittels
Einsetzen der Ortswellenfunktion (2.21) fiir ebene Wellen. In Zylinderkoordinaten (7, ¢, z) erhilt

man?

im(peikzz

V/%kzm(rb (P’Z) = L]m(%rj_)e (2.50)

2nV

Die Wellenfunktion wird dabei in ein (unendlich grofles) zylindrisches Volumen V = nR*L,
eingebettet, mit dem Zylinderradius R und der Zylinderhéhe L,. Dies erleichtert die spitere
Integration {iber das Volumen, da die Wellenfunktion in Zylinderkoordinaten gegeben ist. Die
Ortswellenfunktion hangt nicht von der Helizitat A ab.

*Die ausfiihrliche Berechnung der Ortswellenfunktion ist in Abschnitt A.3 im Anhang angegeben.
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2.5 Eigenschaften und Beschreibung von Bessel-Strahlen

In Abbildung 2.1 sind die transversalen Intensitétsverteilungen fiir verschiedene Bessel-Strahlen
abgebildet. Wie man sieht, verschwindet die Intensitit auf der Strahlachse fiir m # 0.

nr, sin ¢

cooooooooo—
=W UTANNI 0 \O

—10 -5 -10 -5 -10 -5 -10 -5
nT| COS P ATy COS @ HT| COS @ UT| COS P
(@) m=0 by m=1 (c) m=2 (d) m=3

Abbildung 2.1: Transversale Intensititsverteilungen (jeweils so normiert, dass das Maximum der
Verteilung 1 ist) fiir Bessel-Strahlen mit unterschiedlichen topologischen Ladungen m. Die Intensitat
eines Strahls ist proportional zur Teilchendichte npn (x) = Y5, (%) ¥pn (), im Fall eines Bessel-Strahls
also ortsabhingig.
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3 Thomson-Streuung fiir den Fall ebener Wellen

In diesem Kapitel wird die Streuung ebener Lichtwellen an freien Elektronen diskutiert. Das Elek-
tron wird dabei ebenfalls als ebene Welle beschrieben. Obwohl die Berechnung des differentiellen
Wirkungsquerschnitts recht ausfiithrlich im Lehrbuch von Greiner [14] beschrieben ist, werden im
Folgenden einige Details der Rechnung explizit angefithrt, um die Vorgehensweise darzulegen, da
diese in weiten Teilen mit derjenigen fiir Twisted Light tibereinstimmt. Desweiteren werden in
diesem Kapitel die Stokes-Parameter, welche die Polarisationseigenschaften des gestreuten Lichts
beschreiben, berechnet.

Fiir alle Grofien ergeben sich kompakte analytische Ausdriicke, die im Weiteren diskutiert und
mit den Resultaten fiir Twisted Light verglichen werden.

3.1 Das Ubergangsmatrixelement

Der Vorgang wird im Ruhesystem des Elektrons betrachtet, also p; = = 0, da gemaf3 der
Betrachtungen in Abschnitt 2.2 so nur der Term H!’, betrachtet werden muss. Das Matrixelement

lautet also My; = (q s ky, of|Hl|q; = 0s ki, ;). Einsetzen liefert

M /d3k/d3k
Jis 2mec ( 211)2 ZZ~/kk’

o o

[(L) 8C) (k= kp) 850, 0O (K = k)1 b (k') - 5(K) [y (x)e K%y, (x)

27 3 N A A% 73 % i(k=Kk")-
(T) 0C) (k= k)50, 0 (K = ky) 010, (k) - &3 (K') [ xyy (x)eFK) %y, (x)
(3.1)

Nach Integration iiber k und k" erhilt man

e2 2mh &, (kf) 501("

MeC v ,/k,kf

My = _/d3x w;f(x)ei(ki_kf)‘qui(x)' (32)
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3 Thomson-Streuung fiir den Fall ebener Wellen

Mit der Wellenfunktionen (2.21) fiir das Elektron im Anfangs- und Endzustand erhélt man fiir
das Integral

* i(ki—k¢)x 1 i(ki+q.—kr—q )
/d3x1//qf(x)e(k k) Yq,(x) = E/‘Bxe(k *ai-ky-ay)x
2m\?
(ZZ) 6@ (k. L.
= ( i ) 6 (ki+q;—kr—qy). (33)

Dies stellt die Impulserhaltung dar. Damit erhilt man das Ubergangsmatrixelement fiir ebene
Wellen:

w 2 onh (21\3 & (kf) &g, (ki)
(P ) e ( ) of 6(3)(’(, + q; - kf_qf) (34)

fl MeC v \L Vk; kf

3.2 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Das Betragsquadrat des Ubergangsmatrixelements lautet

. L 2
2 312 &5 (ky) - &6, (ki
(pw)|? e” 2mnh 2n o \Kf) - &g, (K 3) /1. L 5
|M [mec 1% (L kikg [8 (ki+q; k¢ ‘lf)] . (3.5)

Damit erhélt man die Ubergangsrate nach Fermis goldener Regel (2.10):

(£ fou (£ fon 3 i ot

N 2
o 3 & (kp) - &g, (k;
_ h (211) fd3 fd3k Z Uf( fik ( )| [5(3)("1'+qi—kf—qf)]26(Ef—E,-).
ikf

m2c2

(3.6)

Der Term §(E — E;) stellt die Energieerhaltung sicher. Der Energieiibertrag auf das Elektron
wird bei der Thomson-Streuung vernachlassigt, weswegen die Energie des Elektrons im Anfangs-
und Endzustand die gleiche ist. Deshalb kann man die Delta-Distribution wie folgt umformen:

hzqz h%q?
f qi
O(Ef-E;)=96|hck - hck; - —

(f ) (Cer2me ¢ 2me

n*(q; - 47)
2

e

=0 (cm(kf - ki) +

~ 8 (he(ks - ki))
1
= - 8(ky = ki) (3.7)
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3.2 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Das Quadrat der dreidimensionalen Delta-Distribution wird wie folgt interpretiert:

2
(0@ (ki +q, - kg - a7)| = 0@ (ki + g, — ky - q,) 6 (0)

L 3
= 6(3)(k, +4q; —kf—qf) (E) . (3.8)
Somit erhilt man die Ubergangsrate
s, (kp) o, (k)|
et €5 (Kf) &5, (Ki
P-—So [k oks ki) [ &q; 6@ (kiva,~ky-ap) . G.
R f%: K (kf—ki) | g8 (ki+q;~ks—q7) . (3.9)

=1

Die Integration {iber ks wird in Kugelkoordinaten ausgefithrt, [ d’kf = [dk k} [dQ mit dem
Raumwinkelelement dQ = sin 6 d8 dg. Der Einfachheit halber setzen wir k; = ké,. Damit ist
der Polarwinkel 6 des gestreuten Photons gleichzeitig der Streuwinkel (der Winkel zwischen
einfallendem und gestreutem Photon). Nun kann man die Integration iiber k ausfiihren:

[4

4

. 1

p-—= [do
mic3V ;

é;f(kf)'ém(éz)

2 1
[ aks k}wa(kf— k) . (3.10)

=1

Der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet sich folgendermafien:

dopw ~ 1 dp
do cVnenpy dQ
et 1

2
. (3.11)

e )

m2ct V2nenpy o

2, (ky) -2, ()

Die Teilchendichten des Elektrons (#;) und des Photons (71,},) sind rdumlich konstant, da es sich
um ebene Wellen handelt:

valx) = S na®) = vi(e)walx) = - 612)
ik;-x
() = 1o () = Vi ()W () = 7 (1)

Damit ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir ebene Wellen zu

dopw et 2
_ 5 '

dQ  m2ct

(3.14)

3, (k) -2, ()

of
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3 Thomson-Streuung fiir den Fall ebener Wellen

Wie behauptet kiirzen sich alle Normierungsfaktoren.

Die Polarisation des einlaufenden Photons kann beliebig gewahlt werden, fiir die Summation
tiber die Polarisationszustdnde des gestreuten Photons wéhlt man zwei orthogonale Polarisations-
zustande. Betrachtet man ein zirkular polarisiertes einlaufendes Photon mit der Helizitét A, also
Ji= % (ii\), ergibt sich der entsprechende Polarisationsvektor gemaf Gl. (2.37). Fiir das gestreute
Photon wird tiber lineare Polarisationszustande parallel bzw. senkrecht zur Streuebene summiert,
Jp1 = ((1)) bzw. J ¢, = ((1)) Die entsprechenden Polarisationsvektoren lauten nach Gl. (2.39)

cos 6 cos ¢ —sing
&5;,(0,9) = | cosOsing bzw. &g,(0,90) = cose |. (3.15)
—sinf 0

Mit diesen Vektoren erhilt man den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines

do e ( 2)
dQ  m2ct
e (—sin(p) 1 (1.)2
- cos c— | i
mzct 0! 7\

2
(1 + cos® 9) (3.16)

anfanglich zirkular polarisierten Photons:

2
+

£51(0,9) &,| +|8;,2(0,9) &,

cos 0 cos ¢ 1 1 2
(cos@sin(p) . —(ii)
2\0

—sin 6

+

Te
2

2
mit dem klassischen Elektronenradius re = ﬁ ~ 2,8fm.

Das Ergebnis ist nur vom Streuwinkel 6 abhingig, eine Abhangigkeit vom Azimutalwinkel
¢ besteht nicht, da durch die zirkulare Polarisation des einlaufenden Photons keine Richtung
ausgezeichnet ist.

3.3 Stokes-Parameter des gestreuten Lichts

Die Elemente der Dichtematrix ergeben sich zu

(&5(ks)  £6,) (3, (kp) - £5,)
1(1+cos?9)

Poo’ = (3.17)

mit zwei orthogonalen Polarisationszustinden ¢ und ¢’; wir wihlen lineare Polarisation parallel
und senkrecht zur Streuebene. Die Dichtematrix des gestreuten Photons ist abhdnging vom
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3.4 Diskussion der Ergebnisse

Streuwinkel 6 und von der Helizitat A des einfallenden Photons. Sie lautet

1 cos’f —iAcosf (3.18)
= — - .1
p 1+ cos?0 \iA cos O 1 3
Die Stokes-Parameter berechnet man nach den Gln. (2.33). Man erhilt
. —sin’ 4 . . 2Acos@
p o b =0, p o8 (3.19)

1= ——————— 3= ———— .
1+cos26’ 1+cos20

Fiir den Polarisationsgrad ergibt sich

I=\/P?+DP?+DP2=1. (3.20)

Die gestreute Strahlung ist also vollstindig polarisiert.

3.4 Diskussion der Ergebnisse

Der differentielle Wirkungsquerschnitt und die Stokes-Parameter fiir die Streuung eines Photons
mit der Helizitdt A = 1 sind in Abbildung 3.1 in Abhéngigkeit des Streuwinkels 6 dargestellt. Fiir
ein Photon mit der Helizitit A = —1 kehrt sich lediglich das Vorzeichen von P; um.

1.
. .
T 0,5F}
g
8
& 0
3
% 0,5 |
&
0 1 1 1 1 1 _1
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120 150 180
Streuwinkel 6 [°] Streuwinkel 6 [°]

Abbildung 3.1: Differentieller Wirkungsquerschnitt und normierte Stokes-Parameter der gestreuten
Photonen fiir ein ein einlaufendes Photon mit der Helizitdt A = 1 in Abhéngigkeit des Streuwinkels 0.
Eine Abhingigkeit vom Azimutalwinkel des gestreuten Photons besteht erwartungsgeméafl nicht.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist maximal fiir 6 = 0 bzw. 6 = 180° (strenge Vor- bzw.
Riickwértsstreuung), fiir @ = 90° féllt er auf die Halfte ab und ist minimal.

Die Parameter P; und P, beschreiben die Anteile linearer Polarisation. Da P, = 0 und P; < 0 ist,
ist der Anteil der linearen Polarisation stets senkrecht zur Streuebene polarisiert. Fiir 0 = 0 und
0 = 180° verschwindet der Anteil der linearen Polarisation; fiir 6 = 90° ist er maximal, dort ist
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3 Thomson-Streuung fiir den Fall ebener Wellen

die gesamte Strahlung linear polarisiert. Der Parameter P; beschreibt den Anteil der zirkularen
Polarisation, das Vorzeichen zeigt die entsprechende Helizitat an. Fiir 0 < 6 < 90° stimmen die
Helizitaten von einfallendem und gestreutem Strahl tiberein, fiir 90° < 6 < 180° ist die Helizitat
umgekehrt. Dies ist anschaulich klar, wenn man den Fall 6 = 180° betrachtet: In diesem Fall kehrt
sich die Ausbreitungsrichtug des Elektrons um, doch da sich auch die Helizitdt umkehrt, andert
sich die Richtung des Photonenspins nicht.

Sowohl der differentielle Wirkungsquerschnitt als auch die Stokes-Parameter hidngen erwar-
tungsgemafd nicht vom Azimutalwinkel des gestreuten Photons ab, wenn man ein zirkular polari-
siertes einlaufendes Photon betrachtet.
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4 Streuung eines Bessel-Strahls an einer ebenen
Elektronenwelle

In diesem Kapitel wird die Streuung eines einzelnen Bessel-Strahls an einem Elektronenstrahl
betrachtet, der keine laterale Struktur aufweist, bzw. dessen laterale Struktur viel grofler als die
Ausdehnung des Bessel-Strahls ist. Typische Ausdehnungen von realisierbaren Bessel-Strahlen,
charakterisiert durch den Abstand des ersten Intensitdtsmaximums von der Strahlachse, liegen
im Bereich einiger 10 um [10]. Da der Elektronenstrahl in der Gréfienordnung des Bessel-Strahls
keine laterale Struktur aufweist, ist es zulédssig, ihn wie im vorangegangenen Kapitel als ebene
Welle zu modellieren.

4.1 Das Ubergangsmatrixelement fiir Bessel-Strahlen

Wie in Abschnitt 3.1 sei q; = 0, man betrachtet also ruhende Elektronen. Die Strahlachse des Bessel-
Strahls stimme mit der z-Achse {iberein. Unter Anwendung der Entwicklung (2.49) erhilt man das
Matrixelement fiir ein eintreffendes Twisted Photon |, k., m, A) als Integral tiber Matrixelemente
fiir ebene Wellen:

M}i ") = (agskp of | Fllye|q; = 053¢, ks, m, A)
d’k,
(2m)?

Das Matrixelement fiir Twisted Light ist also eine Superposition von Matrixelementen fiir ebene

a%m(kl)(qf,kf, af\Hmt\q, =05k, + k&, A). (2.1)

Wellen, wobei die Entwicklungskoeffizienten a,,,, die gleichen wie in Gl. (2.49) sind.

4.2 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Das Betragsquadrat des Ubergangsmatrixelements (4.1) lautet

W d’k
‘M}tl ) (/ (2 )lza%m(kl)<qf)kf) 0f|H1nt|qz 0 kl +kzez, >)

4’k - , )
( (o )Zam(k )(qf;kf,af|Hi'r'lt|qi:O;k'l+kzez,A)) . (4.2)
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4 Streuung eines Bessel-Strahls an einer ebenen Elektronenwelle

Einsetzen des Matrixelements (3.4) fiir ebene Wellen und der Amplituden (1.5) fithrt auf den
Ausdruck

W 62 2nth (27 37 dzk dzk 2n m.m 1m —ime;r
‘M(t i [__(_)] (ZTt)l2 (2m)? _( )" eI bk, — )00k, =)

mec V L AN __
&5, (p) - ea(k, + kee) (&5 (k) - (K, + kze»)

\/\/kg-f-kfkf \/\/k%-i-kizkf

« 53 (kL kb, g k- ‘lf) 5 (k'l + ke, +q;—kp— qf) : (4.3)

Die transversalen Anteile k; der Wellenvektoren werden nun in Polarkoordinaten ausgedriickt:

&) 21
k, =k, (cosgokéx+sinq)kéy) , ./dsz:/dklkL.[d(pk. (4.4)
0

Im Folgenden schreibe ich k; (@) = 2 cos gié, + xsin ¢ié, + k&, und k; = |k; (@i )| = \/2#* + k2.
Damit ergibt sich nach der Integration iiber k, und k' :

2
(tw) |2 e ZTEFI( ) n /‘ /‘ m( )
M - d do. Pk—Pk
| fi [mec 14 (211)3 kiks kg 7i | dow ¢

><(‘a’;f(icf)"sf\( i(‘/’k))) (faf(kf)'SA( i(‘Pk’)))*
x 0@ (ki(gx) + a;— k- ;) 8@ (ki) + ;- kp - q) - (4.5)

Die Delta-Distributionen werden wie folgt umgeformt:

O (kiCpx) + 4, = ks = ;) 6 (Kilper) + a, - ks - a)
= 00 (ki(pi) +4; ~ ky —a7) 09 (ki( i) ~ Kilpr))
1
_® (ki((Pk) +q; k- qf) za(u = 1)0(pr — ¢xr )6 (ks — kz)

3 (k. kg ) LR L2500 -
(ki) + 4, — ks qf)%n2n5(§0k Pkr) - (4.6)

Die Regularisierung 6(x — x) = % der radialen Delta-Distribution ist bei Ivanov [12] beschrieben.
Nach diesen Umformungen lésst sich das Integral {iber ¢ ausfithren und man erhalt

2 372
(tw) |? e 2T[h(21t) 1 R 1
M ()| —m—— [d
‘ fi [mec vV \L (2m)4 an,-kf./ Pr

é;f(i‘f)‘é/x (ki(¢k))’2

x 60 (ki(qvk) +q; — kg~ qf) - (47)
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4.2 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Damit ergibt sich die Ubergangsrate
p_?(g) [ &, [ ku’Mfi ok - ki)

dok
:m2c3V2 “n deqffd3kukk /
x 6@ (k ( i(pr) +q; — kg - qf) O(ks— ki)
_€4 1 R 1 d‘Pk A% (7. N A 2
= mZC3WLz;'/‘d3kuk—kffE ng(kf)-SA (kl(gok))’ (S(kf—kl)

:m2c3 V2 L2 fdQZfd(Pk

Die Teilchendichte des Elektrons ist unveridndert ng = % Die Teilchendichte des Bessel-Strahls ist
dagegen nicht rdumlich konstant:

&5, (k) - & (ki(o0)[

é:, (k) (kiCon)| (4.8)

ne) () = [y ()|

2
/ n ime ik.z
= o nr, )e €
‘ 2T[V]m( J_)

- %]fn(%rl). (4.9)

Die Teilchendichte muss daher iiber das zylindrische Volumen VrtR?L, gemittelt werden. Fiir die
gemittelte Photonendichte erhélt man

(tw) /d3x n(tw) (x)
27 Lz/2

= V2 fdrlrL] (%rL)/d(p f dz

0 -2

L L,R
:szfdrl%q]fn(%q)zﬁ. (4.10)
0

Al

Die dabei verwendete Abschitzung des Integrals im Limes R — oo ist bei Jentschura und Serbo
[11, Appendix B] angegeben. Somit erhélt man den differentiellen Wirkungsquerschnitt

dow 1 2 d(pk
dQ e1<nph>CVdQ Zf

&, (kp) - & (ki ((Pk))| (4.11)
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4 Streuung eines Bessel-Strahls an einer ebenen Elektronenwelle

Aufgrund der Relation

£5,(0,9)  En(Or 9x) = €5,(0,0) - EA(Ok, 9k — 9) , (4.12)

die sich leicht tiberpriifen lasst, und der Integration tiber ¢ héingt der differentielle Wirkungsquer-
schnitt nicht vom Azimutalwinkel ¢ des gestreuten Photons ab. Daher kann der Einfachheit halber
¢ = 0 fiir die Berechnung angenommen werden. Dies ist zu erwarten, da auch bei der Streuung
eines Bessel-Strahls zirkularer Polarisation keine Richtung ausgezeichnet ist. Nach Losung des
Integrals und Summation {iber die orthogonale Polarisationszustinde o erhélt man fiir den
differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Thomson-Streuung eines Bessel-Strahls schliefSlich

einen kompakten analytischen Ausdruck:

dO'tw

dQ

[(1 +cos” 0;) (1 + cos® ) + 2 sin” O sin’ 9] . (4.13)

~ |m\=t\>

Wie man leicht nachrechnet, erhélt man im Fall 68; = 0 das Ergebnis fiir ebene Wellen, siehe
Gl. (3.16). Man erkennt ebenfalls, das die topologische Ladung 7 in dem Ausdruck nicht vorkommt,
sie hat also keinen Einfluss auf die Winkelverteilung.

4.3 Berechnung der Stokes-Parameter

Die Untersuchung der Polarisation der gestreuten Strahlung geschieht mittels der Stokes-Parameter,
die man gemaf3 Unterabschnitt 2.3.3 aus der Dichtematrix erhalt. Die Elemente der Dichtematrix

sind
oo’ = doy (85(60,0) - A6k 9x)) (85:(6,0) - A (6k 9x))”
M 21 1[(1+cos?0;)(1 +cos? 0) +2sin? O sin> 6]

(4.14)

Die Integration ergibt

_ 1

"~ (1+cos?0;)(1+cos?0) +2sin® O sin® 0
(

(1 + cos? 0) cos® O + 2sin? O sin> @ —2iA cos O cos 0
x (4.15)

P

2iA cos O cos 6 1 + cos? 0

und daraus erhdlt man die Stokes-Parameter als kompakte analytische Ausdriicke
B = (1 -3cos®0y)sin® 0
(1+cos?6;)(1+cos?6) +2sin? O sin? 6’

PZ =0, (417)

(4.16)
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4.4 Einfluss der Parameter des Bessel-Strahls auf Winkelverteilung und Polarisation

- 4A cos Oy cos 6
: (1+cos? 0;)(1 +cos?0) + 2sin® O sin? 6

(4.18)

Im Gegensatz zum differentiellen Wirkungsquerschnitt sind die Stokes-Parameter von der Helizitt
des Bessel-Strahls abhingig, diese bestimmt das Vorzeichen von Ps. Aus den Stokes-Parametern
ergibt sich der Polarisationsgrad zu

- V(1 =3 cos? 0;)?sin* 6 + 16 cos? O cos? 0 (4.19)
= . 1
(1 +cos?0;)(1 + cos? 0) + 2sin? O sin? O +19

Auch hier erkennt man, dass sich im Fall 8y = 0 die Stokes-Parameter und der Polarisationsgrad
fir ebene Wellen (siehe Gln. (3.19) und (3.20)) ergeben.

4.4 Einfluss der Parameter des Bessel-Strahls auf Winkelverteilung und

Polarisation

Die topologische Ladung m hat keinen Einfluss auf Winkelverteilung und Polarisation der gestreu-
ten Strahlung, da sie in der Entwicklung (2.49) lediglich in Form eines Phasenterms innerhalb
der Amplituden a,,, in die Berechnung eingeht, der durch die Bildung des Betragsquadrates
verschwindet.

4.4.1 Einfluss der Helizitit A

Die Helizitit A des Bessel-Strahls bestimmt lediglich das Vorzeichen von P;, die Winkelverteilung
und die restlichen Stokes-Parameter hangen nicht von ihr ab. Dies ist zu erwarten, da D5 den Anteil
der zirkularen Polarisation angibt und das Vorzeichen die entsprechende Helizitét beschreibt. In
dieser Hinsicht verhalten sich Bessel-Strahlen und ebene Photonenwellen gleich.

4.4.2 Einfluss des ﬁffnungswinkels 0,

In Abbildung 4.1 ist die Winkelverteilung der gestreuten Photonen fiir verschiedene Offnungswin-
kel 0y zwischen 0 und 90° dargestellt. Der Fall 05 = 90° ist dabei ein rein theoretischer Grenzfall:
In diesem Fall ist k, = 0, die Welle propagiert also nicht mehr entlang der z-Achse, sondern
nur noch in radialer Richtung. Er wird hier dennoch angefiihrt, um die theoretischen Grenzen
aufzuzeigen.

Fiir 0 = 0 entsprechen der differentielle Wirkungsquerschnitt und die Stokes-Parameter exakt
denen fiir den Streuung einer ebenen Welle. Je grofler der Offnungswinkel ist, desto deutlicher
werden die Unterschiede.
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4 Streuung eines Bessel-Strahls an einer ebenen Elektronenwelle
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Abbildung 4.1: Differentieller Wirkungsquerschnitt doy,,/dQ in Abhéngigkeit des Streuwinkels 0 fiir
verschiedene Offnungswinkel 6. Der Fall §; = 0 entspricht ebenen Wellen. Eine Abhangigkeit vom
Azimutalwinkel des gestreuten Photons besteht nicht.

Fiir kleine Offnungswinkel flacht der differentielle Wirkungsquerschnitt doyy/dQ zunéchst ab:
Die Maxima bei 6 = 0 bzw. 180° und das Minimum fiir 6 = 90° gleichen sich immer weiter an.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist schlieflich konstant, wenn der Offnungswinkel 6
dem magischen Winkel 0, = arccos(1/+/3) ~ 54,7° entspricht, in diesem Fall ist % = \/2 k,. Da
cos® 0,y = 3 und sin® 0, = % ist, gilt

datw
dQ

2
(Hk:G,n):%e[%L(lJrcos2 6)+§sin2 0] :%rﬁ. (4.20)

Aufgrund der Symmetrie von Gl. (4.13) beziiglich der Vertauschung von 6 und 0y, folgt daraus,
dass sich alle Kurven in Abbildung 4.1 bei 6 = 6, (und 6 = 180° - 6,,) schneiden.

Fir 6 > 0,, findet man das Maximum der Winkelverteilung schliefSlich bei 6 = 90° vor, fiir 6 = 0
bzw 180° ist der differentielle Wirkungsquerschnitt minimal. Dies ist umso starker ausgepragt, je
groBer der Offnungswinkel 0, ist. Im Grenzfall ) — 90° ist

dow/dQ(6=0) = %ri und dow/dQ(6=90°) = ;lrz (4.21)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass sich die Verteilung wesentlich von der fiir die von
Seipt, Surzhykov und Fritzsche untersuchte Inverse Compton-Streuung [1] unterscheidet, da die
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4.4 Einfluss der Parameter des Bessel-Strahls auf Winkelverteilung und Polarisation

Strahlung hier in den gesamten Raum gestreut wird, wihrend die gestreuten Réntgenphotonen
bei der inversen Compton-Streuung im Wesentlichen auf einem Ring verteilt sind. Die Ursache
dafiir ist, dass hier nichtrelativistische Elektronen betrachtet werden (was eine Voraussetzung
fiir Thomson-Streuung ist), wahrend die Elektronen in dem erwédhnten Artikel relativistische
Energien (y = 40) aufweisen.

Wie im Fall ebener Wellen gilt auch fiir die Streuung mit einem Bessel-Strahl P, = 0. Der
Parameter P ist in Abbildung 4.2 fiir verschiedene Offnungswinkel aufgetragen. Er hat sein
betragsmafliges Maximum stets bei & = 90° und verschwindet bei 6 = 0 und 6 = 180°. Fiir
0y < O ist Py negativ, der linear polarisierte Anteil des Lichts ist also senkrecht zur Streuebene
polarisiert. Mit wachsendem 6; nimmt der P; betragsmaf3ig ab, bei 0y = 0, ist Py = 0 fur alle
Streuwinkel 6, das Licht enthilt fiir diesen Offnungswinkel demnach keine linear polarisierten
Anteile. Fiir groiere Offnungswinkel erhilt man positive P, also parallel zur Streuebene linear
polarisiertes Licht.

0,4 T T T T T T T T

0,2 | .
0

-0,2

Qy I
_0’4 -

-0,6 |

_0’8 L

-1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Streuwinkel 8 [°]

Abbildung 4.2: Normierter Stokes-Parameter P; der gestreuten Photonen in Abhingigkeit des Streu-
winkels 6 fiir verschiedene Offnungswinkel 0. Der Fall 8; = 0 entspricht ebenen Wellen. Eine
Abhingigkeit vom Azimutalwinkel des gestreuten Photons besteht nicht.

Der Parameter P ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Wie bei der Streuung ebener Wellen entspricht
die Helizitdt der gestreuten Strahlung fiir 0 < 6 < 90° der Helizitét des Bessel-Strahls, fiir 90° <
6 < 180° wird die Helizitdt umgekehrt. Mit wachsendem Offnungswinkel 6; nimmt der Anteil
zirkular polarisierten Lichts ab, im Grenzfall 8; — 90° verschwindet er vollstindig.
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4 Streuung eines Bessel-Strahls an einer ebenen Elektronenwelle
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Abbildung 4.3: Normierter Stokes-Parameter P der gestreuten Photonen fiir ein ein einlaufendes
Photon mit der Helizitdt A = 1 in Abhéngigkeit des Streuwinkels 6 fiir verschiedene Offnungswinkel
0. Der Fall 8, = 0 entspricht ebenen Wellen. Eine Abhéngigkeit vom Azimutalwinkel des gestreuten
Photons besteht nicht.

Der Polarisationsgrad IT ist in Abbildung 4.4 dargestellt. Wie man erkennt, ist die gestreute
Strahlung fiir 0 nicht mehr vollstindig polarisiert. Im Bereich der strengen Vorwirts- und Riick-
wirtsstreuung fillt der Polarisationsgrad mit wachsendem Offnungswinkel, bis er fiir 6; — 90°
komplett verschwindet. Fiir den Streuwinkel 6 = 90° fillt der Polarisationsgrad mit wachsendem
0y zunichst stark ab, bis er bei 0y = 0;,, den Wert Null erreicht. Fiir sehr grole Offnungswinkel
wird das Maximum des Polarisationsgrades bei 6 = 90° erreicht.

Um die Abhingigkeit des Polarisationsgrades vom Offnungswinkel 6 besser zu veranschauli-
chen, ist diese Beziehung in Abbildung 4.5 fiir strenge Vor- bzw. Riickwirtsstreuung (6 = 0° bzw.
180°) und Senkrechtstreuung (6 = 90°) dargestellt. Wie man erkennt, nimmt der Polarisations-
grad fiir Vorwirts- und Riickwirtsstreuung erst bei groflen Offnungswinkeln deutlich ab. Bei
Senkrechtstreuung nimmt der Polarisationsgrad schneller ab, erreicht bei 6y = 0, den Wert 0
(vollkommen unpolarisierte Strahlung) und steigt danach wieder geringfiigig.

Die in diesem Kapitel erhaltenen Resultate weisen, in Ubereinstimmung mit der Literatur [12],
keinerlei Abhingigkeit von der topologischen Ladung m auf. Daher wird im folgenden Kapitel eine
Superposition zweier Bessel-Strahlen mit unterschiedlichem 1 untersucht, fiir welche gemaf; der
Literatur eine Abhédngigkeit von der Differenz Am der beiden topologischen Ladungen existiert.

30
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Abbildung 4.4: Polarisationsgrad IT der gestreuten Photonen in Abhéngigkeit des Streuwinkels 6 fiir
verschiedene Offnungswinkel 6. Der Fall §; = 0 entspricht ebenen Wellen. Eine Abhingigkeit vom
Azimutalwinkel des gestreuten Photons besteht nicht. Der Ubersichtlichkeit halber ist nur der Bereich
0 € [0°,90°] dargestellt, es gilt TT(6) = II(180° - ).
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Abbildung 4.5: Polarisationsgrad IT der gestreuten Photonen in Abhingigkeit des Offnungswinkels
0y des Bessel-Strahls fiir die Streuwinkel 8 = 0° bzw. 180° (strenge Vor- bzw. Riickwiértsstreuung) und
0 = 90° (Senkrechtstreuung).
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit
gleichem Offnungswinkel 0

In diesem Kapitel wird die Streuung einer Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleicher Wellen-
linge und gleichem Offnungswinkel, aber unterschiedlicher topologischer Ladung betrachtet.
Erwartungsgemaif? sollte dies zu einer Abhdngigkeit der Winkelverteilung von der Differenz
Am der topologischen Ladungen fiihren, wahrend bei der Streuung eines einzelnen Strahls mit
wohldefinierter topologischer Ladung die Winkelverteilung nicht von dieser abhdngt. Die Streuung
findet wie im vorangegangenen Kapitel an einer ebenen Elektronenwelle statt.

Derartige Superpositionen von Bessel-Strahlen werden auch in dem eingangs erwahnten Artikel
von Seipt, Surzhykov und Fritzsche [1] untersucht und sind auch schon experimentell durch

Vasilyeu et al. [18] realisiert worden.

5.1 Beschreibung der Superposition

Die betrachtete Superposition besteht aus zwei Bessel-Strahlen mit identischer Strahlachse (der
z-Achse), gleicher Wellenlinge und gleichem Offnungswinkel und hat daher die Form

%)kZ)a),B)mlamZ)AlaAZ):(x %)kZ)ml)A1>+‘8|%)k2)m2)A2>) aaﬂec' (51)

Dabei gilt die Normierungsbedingung |a|* + |B|* = 1. Zusitzlich sei stets m, > my, also Am =
my — my > 0 (der Fall m; = m, ist weniger interessant und wird hier nicht betrachtet).

Die Ortswellenfunktion Wy, agm, m, (%) = (x|, kz, &, B, m1, ma, A1, A;) zur Berechnung der
Intensitatsverteilung/Teilchendichte fiir eine solche Superposition erhdlt man durch Einsetzen
von Gl. (2.50)

Yick,apmym; (x) = & Yk, my (x) + /3 Yk, my (x)

7 im eikzz im eikzz
=\/£ ofm, (ury)e 1¢W+/3]m2(%h)e Z‘PW ) (5.2)

Die Intensitétsverteilung des Strahls hdngt nun nicht mehr allein von r, ab, sondern auch vom
Azimutalwinkel ¢. Die transversale Intensitatsverteilung, welche proportional zur Teilchendichte
ist, besitzt die Form einer Bliite mit Am Bliitenbléttern. Dies ist in Abbildung 5.1 veranschaulicht.
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0

10 1
23
s 0,7
g 0,6
w0 0,5
*
- 0,2
0,1
-10 0
-10 -5 10 -10 -5 10 -10 -5 10 -10 -5 O 5 10
T COS @ AT COS @ T COS @ ATy COS @
(a) m1:0,m2:1 (b) m1=—1,m2=1 (C) m1=—1,m2=2 (d) m1=—3,m2=3

Abbildung 5.1: Transversale Intensitétsverteilungen (in beliebigen Einheiten) fiir Superpositionen von
zwei Bessel-Strahlen mit & = 8 = 1/v/2 und unterschiedlichen topologischen Ladungen #1; und m,.
Die Intensitit eines Strahls ist proportional zur Teilchendichte nph (x) = vy, (%) ypn (x).

5.2 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Das Ubergangsmatrixelement fiir eine Superposition zweier Besselstrahlen gemif} Gl. (5.1) lautet

ME™ = (qpsky, op | Fif | q; = 055 ke Bm, ma, Ar, As). (53)

Durch Einsetzen der Gln. (5.1) und (4.1) erhilt man das Ubergangsmatrixelement wiederum als
Superposition des Matrixelement fiir ebene Wellen, es gilt

M}(fftw) = a(qpkp of|Hine| q; = 056 ke my, ) + B{qpsky, op | Hin | q; = 05 %, ks, ma, As)
d’k )
(2,.(;2 [““%ml(kl)@f; ko |Hilg; = 05k, + ke, Ay)
+,8a%mz(kl)<‘1f; kf’0f|Hi’r’1t|qi =0k, + kzéz’AZ)] . (5.4)

Die entsprechende Ubergangsrate ergibt sich wiederum aus Fermis Goldener Regel (2.10) durch
Quadrieren des Matrixelements (5.4). Nach Rechnungen, die analog zu den in Kapitel 4 detailliert
dargelegten verlaufen, erhélt man

P= s m263 V2 /dQZ/d(Pk

é;f(kf) [a(=i)mem gy, (i‘i((/’k)) + B(—i)™e M0k, (i‘i((l’k))]r . (55)

Die Teilchendichte fiir die Superposition,

(th)(x) = [Ial T Ger i) + B Ty (r ) + (@ B 4 c.c.) Jon, (07 L) oy (271 ]
(5.6)
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5.2 Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

ist wiederum nicht raumlich konstant, daher muss sie iiber das Volumen gemittelt werden. Fiir
die gemittelte Teilchendichte erhdlt man nach einigen Rechnungen

(2tw) / PBx n(2tw)

—af fd3x I (er ) +

BE [ @3, Ger)

" on V2 2 V2
¢ o [ x2Re (a0 m1>¢)1m1<m)1m2(m)
L.R 2 1Am(p
- (P B+ 55 / Ar, o, (61, T () / do (o™ +c.c)
=2m(a* B+af*)dm, m,
LR =0, da mi=my
- n; . (5.7)

Wegen (—i)™ = e/ ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt dann zu

d02tw B 2Zfd¢k

A . A 2
t: () [ad™ @D (ki(gr)) + fem ey (ki) ]| -

(5.8)
Der Integrand ldsst sich aufteilen in einen von m; und m; unabhdngigen Term und einen von

Am abhidngigen Interferenzterm:
doat 2 /%{ 2
dQ —re%: 2n 1

e 2Re[a” B0 (&7 (k) -, (kiCon))) (8, (k) - e (kiCo))) ]}

(5.9)

& (k) - &, (kiCon)| + 18P ]&;

(kp) -2, (kiCon)|

Wir betrachten jetzt den Spezialfall a = ﬁ \/_ " und Ay = Ay =t A. Die beiden Strahlen

mit unterschiedlicher topologischer Ladung haben also betragsmaflig den gleichen Anteil an der
Superposition und eine Phasendifferenz von 8. Zudem haben beide Strahlen die gleiche Helizitat.
Damit erhalt man fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt den Ausdruck

doﬂ_ 2 % Am( k=5 +5
a0 _re%:fzn [1+ Re(elentr)-2l)]
:r§Zf(12—(I:c[1+cos(Am((pk—§)+8)]
22[ 1+cos ((pk——)+8)] é;f

& (k) -2 (ko))

2
£5,(0,9) - (1 91|

(6,0) - &x (O, 9k — <P)’2 ,  (510)
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0

wobei wieder die Relation (4.12) verwendet wurde. Zur weiteren Vereinfachung substituiere ich
i

die Integrationsvariable ¢ durch ¢ := @) — ¢ und definiere die neue Gréfle & := & + Am (go - 5),
die alle auftretenden Phasenverschiebungen in sich vereint. Insbesondere der Azimutalwinkel
des gestreuten Photons wird so zu einem reinen Phasenterm der Kosinusfunktion, wodurch die
weitere Untersuchung vereinfacht wird. Damit erhélt der differentielle Wirkungsquerschnitt die
einfache Form

dosew do Pi + 0
T RN RD)

2
£,(0,0)-8a (0 90) - (Gx)

Die Gréflen ¢ und & gehen somit nur noch mittels & in das Ergebnis ein.
Teilt man das Integral in den von Am und & unabhingigen Teil und den Intereferenzterm gemaf

2
£;,(0,0) & (01 )|

dUth 2 /d(pk
—=W —y Z ht .9
dQ €< 2m
f
2
£,(6,0)-8r (0. 9)| » (512)

+ rg Z f%cos(Amgbk + 3)
T 21

so erkennt man:

o Der erste Term entspricht dem differentiellen Wirkungsquerschnitt doy,/dQ fiir einen

einzelnen Bessel-Strahl, siehe Gl. (4.11).

o Der Interferenzterm verschwindet, aufler fiir Am € {0,1,2} (dabei ist Am = 0 a priori
ausgeschlossen). Dies liegt an der Orthogonalitit der Funktionen cos(nx), n € N, auf dem
Intervall [0, 27], wodurch das Integral tiber ¢, in den meisten Féllen verschwindet. Dies ist

in Abschnitt A.4 im Anhang niher beschrieben.

Dieses Ergebnis unterscheidet sich qualitativ von der von Seipt, Surzhykov und Fritzsche durch-
gefiihrten Untersuchung der Inversen Compton-Streuung mit Twisted Electrons [1], bei der die
Winkelverteilung auch fiir hohere Am von dem Interferenzterm beeinflusst wird. Im Folgenden

sei der Interferenzterm mit doyy/dQ) bezeichnet, also

doyw  dopw + doint

= . .1
d0 ~ da @ do (513)
Fithrt man das Integral iiber ¢ aus, erhilt man
%cosécos@ksinchosesinQ, Am=1,
d0ine _ ) ) .2
a0 F cos d sin” B sin” 6, Am=2, (5.14)
0, Am >3.
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5.3 Berechnung der Stokes-Parameter

Der Term ist also immer proportional zu cos 8. Dieses Resultat wird in Abschnitt 5.4 diskutiert.

5.3 Berechnung der Stokes-Parameter

Die Elemente der Dichtematrix lauten allgemein

1’2 d¢ Ak im -T/2) A ~ im —T/2) ~
Poo’ = mfzi:{fa(e»o)'[“e o2y (Bk, Gi) + B9 /Z)SAz(Gk’(Pk)]}
X {:‘::/(6,0) . I:(X eiml((Pk_n/z)éAl (Hk, (i)k) +ﬂeim2((pk_n/2)é1\2 (Bk,¢k)]} . (5.15)

eld

Hier soll ebenfalls nur der Spezialfall a = %, B = 7 und A; = A, =: A betrachtet werden. In
diesem Fall ist

rg d~ ~ Q Ak A ~ Ak A ~ *
Poo’ = m/%[1+COS(Am§0k+8)][sa(9>0)'£A(9k)‘Pk)][sa’(ero)'sA(ekyq’k)]

(5.16)
Fithrt man die Integration aus, erhilt man fiir Am = 1 die Eintrdge
C(1+ cos? 0 ) cos? 0 + 2sin” O sin® 6 + 2 cos 8 cos 0y sin 0 cos 0 sin 0 (5.17)
1 + cos? 0y
_ k. (5.18)
P (61, 6,9)
—2iA cos 0y cos 0 — cos & sin 6} sin 6 (cos Oy +iA)
PlL = = , (5.19)
A6y, 6,9)
Pl =Pl (5.20)

mit dem gemeinsamen Nenner
A6y, 0,8) = (1+cos? 0;) (1 +cos® B) +2sin” B sin® 6 + 2 cos § cos Oy sin O cos B sin 0. (5.21)
Damit ergeben sich die Stokes-Parameter

b - (1 -3 cos® ;) sin? @ + 2 cos § cos ) sin O cos O'sin 0

- , 22
1 A(Gk,9,6) (5.22)
. 2c0s cos B sin Oy sin 6
) = - ; (5.23)
A6, 0,90)
B, - 2A(2cos B cosb +c0§65in 0 sin 0) (5.24)
A6, 0,90)
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0

und der Polarisationsgrad

\/B(6;,6,9)

1= W (5.25)

mit

B(6,6,0) = [(1 - 3cos’ Qk) sin® @ + 2 cos & cos O sin 0, cos O sin 6]2

< < 2
+4cos? b cos® 0 sin® 6 sin® 6 + 4 (2 cos 0y cos 8 + cos § sin 0, sin 6) . (5.26)

Fir Am =2 ist
(1 + cos? 0) cos® O + 2sin? O sin O — % cos 8 sin? 0 cos® O
PIll = < ; (5.27)
C(6x,0,90)
1+ cos® 0y + % cos & sin? O
piL= - (5.28)
C(6x,0,0)
(—ZiA cos O + % sin 4 sin? Gk) cos @
P||L = C(e 0 8 > (529)
k>Y> )
PLl=PlL (5:30)
mit dem Nenner
C(0x,0,8) = (1 +cos® 0;)(1 +cos? 0) + (2 + %cos 8) sin® 0 sin” . (5.31)
Damit ergeben sich die Stokes-Parameter
b - [(3+%cos<§) sin? Hk—Z] sin? 6 - —sin & 'sin? O cos @ - 4Acoscos6
' C(64,6,9) ? C(6,,6,8) O C(6;6.,9)
(5.32)
und der Polarisationsgrad
\/[(3 + % cos 5) sin® 0y — 2]2 sin* 0 + (sin2 8 sin* 6 + 16 cos? Bk) cos? 6
= : (5.33)

C(6s.0,98)

Auch die Stokes-Parameter und der Polarisationsgrad weisen also eine Abhingigkeit vom Azimu-
talwinkel des gestreuten Photons (in Form des Parameters 5 ) auf.
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5.4 Einfluss der Parameter des Strahls auf Winkelverteilung und Polarisation

5.4 Einfluss der Parameter des Strahls auf Winkelverteilung und

Polarisation

Die Winkelverteilung und die Polarisation der gestreuten Strahlung werden in diesem Abschnitt fiir
Am =1und Am = 2 diskutiert. Fiir andere Am erhilt man stets das Ergebnis fiir einen einzelnen
Bessel-Strahl, das in Kapitel 4 betrachtet wurde, da der Interferenzterm doj,/dQ verschwindet.
Fiir ) = 0 verschwindet der Interferenzterm ebenfalls, sodass man erwartungsgemaf} das Ergebnis
fir die Streuung ebener Wellen (siehe Kapitel 3) erhilt.

Der erhaltene differentielle Wirkungsquerschnitt ist, anders als bei der Verwendung eines einzel-
nen Bessel-Strahls, vom Azimutalwinkel des gestreuten Photons abhéngig, da dieser in die Grof3e
5 eingeht. Die erhaltenen Winkelverteilungen sind in Abbildung 5.2 (Am = 1) und Abbildung 5.3
(Am = 2) fiir § = 0 und verschiedene Offnungswinkel 6; dargestellt. Dabei beschreiben die
Achsen in azimutaler Richtung jeweils den Winkel ¢, in radialer Richtung sin 6 fiir 6 € [0, 7t]. Fir
Riickwirtsstreuung, also 6 € [, 21t ], muss der Graph im Fall Am = 1 um 180° gedreht werden,
im Fall Am = 2 ergibt sich die gleiche Verteilung fiir Vor- und Riickwirtsstreuung. Dies ist leicht
nachzuvollziehen, da der Interferenzterm (5.14) bei der Vertauschung 6 — n - 0 fiir Am = 1
lediglich sein Vorzeichen dndert und fiir Am = 2 gleich bleibt. Der Term doy,/d(Q ist ebenfalls
invariant unter der Vertauschung 6 — n — 0.

Wie man an den Graphen erkennt, besteht fiir bestimmte Offnungswinkel 6; nun eine starke
Abhingigkeit vom Azimutalwinkel ¢, das Licht wird also bevorzugt in bestimmte Richtungen
gestreut. Dabei stimmen die differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir genau entgegengesetzte
Richtungen stets iiberein, es ist also doaw,/dQ(0, ¢) = doan,/dQ(180° — 0, 180° + ¢). Wihrend
sich die Maxima der Winkelverteilung fiir einen einzelnen Bessel-Strahl und fiir Am = 2 stets bei
den Streuwinkeln 6 = 0° und 180° oder bei 6 = 90° befinden, kann fiir Am = 1 der Streuwinkel,
bei dem das Maximum der Verteilung angenommen wird, auch andere Werte annehmen. Das
Maximum der Verteilung bewegt sich mit zunehmendem Offnungswinkel von 6 = 0 zu 6 =
90° (siehe Abbildung 5.2). Der Azimutalwinkel ¢, fiir den das Maximum des differentiellen
Wirkungsquerschnitts angenommen wird, hingt fiir Am € {1, 2} von der relativen Phase & der
Bessel-Strahlen ab. Das Maximum der Verteilung ist jeweils ungefdhr um den Faktor 1, 5 bis 2
grofler als das entsprechende Minimum, es ist betragsmafig also nicht stiarker ausgeprégt als im
Fall eines einzelnen Bessel-Strahls oder einer ebenen Welle.

Diese Beobachtungen werden in den folgenden Abschnitten niher analysiert.

5.4.1 Winkelverteilung bei festem Azimutalwinkel ¢

Hilt man den Azimutalwinkel ¢ fest, so ist § konstant. Der Einfluss des Interferenzterms ist
dann am grofiten, wenn cosd = 1 ist. In den Abbildungen 5.4 (Am = 1) und 5.5 (Am = 2)
sind die Winkelverteilungen fiir cosd = 0 (durchgezogene Linien, entspricht doy,/dQ) und
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 6}

[72] (2]
1 0,95
0,95 0,9
0,9 0,85
0,85 0,8
0,8
5 0,75
0,75 0.7
0,7 >
0,65 0,65
0,6 0,6
0,55 0,55
0,5 0,5
[72] 73]
0,85 0,8
0,8 0,75
0,75 0,7
0,7
0|r0,65
0,65
0,6 0,6
0,55 0,55
0,5 0,5
(d) 6y =45° (f) 0k = 60°
[72] 7]
0,8 0,75
0,75 0,7
0,7
0,65
0,65
o6 0,6
0,55 0,55
0,5 0,5
() O =75° (h) 6; =90°

Abbildung s5.2: Differentieller Wirkungsquerschnitt doyin/dQ fir Am = 1,8 = 0 und A = 1 fir
verschiedene Offnungswinkel 6. Die radiale Achse entspricht sin 0 (dargestellt fiir 6 € [0, 7], fiir
0 € [n, 2] muss der entsprechende Graph um 180° gedreht werden, da fiir Am = 1 die Beziehung
doin/dQ(6,9) = doin/dQ(m - 6, ¢ + 1) gilt, wihrend do,,/dQ(6) = dow/dQ(n - 6) ist und
doy,/dQ nicht von ¢ abhéngt). In azimutaler Richtung ist der Winkel ¢ aufgetragen.
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5.4 Einfluss der Parameter des Strahls auf Winkelverteilung und Polarisation

(2]
0,9
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0,68 >
0,66 0,68 0,7
0: 64 0,66 0,68
0,62 0,64 8’ gg
0,6 0,62 0,62
0,58 0,6 0,6
0,56 0,58 0,58
(f) 6 = 60°
[r2] [r2]
0,85 0,9
0,8 0,85
0,75 0.8
0.7 0,75
0,7
0,65 0.65
0,6 0.6
0,55 0,55
0,5 0,5
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Abbildung s5.3: Differentieller Wirkungsquerschnitt doyn/dQ fir Am = 2,8 = 0und A = 1 fiir
verschiedene Offnungswinkel 6. Die radiale Achse entspricht sin 0 (dies ist sowohl fiir 6 € [0, 7] als
auch fiir 0 € [n, 2n] giiltig, da fiir Am = 2 die Beziehung doi,/dQ(6, @) = doin/dQ( - 6, ¢) gilt,
wihrend do, /dQ(6) = dow/dQ (1 - 0) ist und doy,/dQ nicht von ¢ abhéngt).
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0

cos 8 = +1 (unterbrochene Linien) zum Vergleich dargestellt. Der Fall cos § = 1 entspricht den

Azimutalwinkeln ¢ = 7 - & (fiir Am = 1) bzw. ¢ = %S (fir Am = 2), der Fall cos§ = —1 den

Azimutalwinkeln ¢ = %n -6 (Am =1)bzw. ¢ = —g (Am =2).

G
o
< 04} ]
,.U >
=0 ——
0.2 1 O = 30° ]
i 0 = 60°
0 =90° ———
0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Streuwinkel 6 [°]

Abbildung 5.4: Differentieller Wirkungsquerschnitt in Abhéngigkeit des Streuwinkels 0 fiir Am = 1
und verschiedene Offnungswinkel 6. Der Wirkungsquerschnitt bewegt sich, in Abhingigkeit von
¢ und 6, zwischen den mit unterbrochenen Linien dargestellten Graphen: Die obere unterbrochene
Kurve stellt das Maximum der Verteilung fiir einen bestimmten Streuwinkel 6 dar. Fiir welchen
Azimutalwinkel ¢ dieses Maximum angenommen wird, hangt von dem Parameter § ab. Analog stellt
die untere unterbrochene Kurve das jeweilige Minimum dar. Die durchgezogene Kurve stellt den
Fall fiir einen einzelnen Bessel-Strahl dar und ist zum Vergleich angegeben. Es ist nur der Bereich
0 € [0,90°] dargestellt, da der abgebildete Graph spiegelsymmetrisch beziiglich 6 = 90° ist.

Fiir Am = 1 ist der Interferenzterm (5.14) proportional zu cos 6 sin 0 = 3 sin(26} ), dement-
sprechend ist er fiir 8 = 45° am stédrksten. Im Grenzfall 6, — 90° verschwindet der Interferenz-
term. Fiir Am = 2 dagegen wichst der Interferenzterm mit steigendem 0y, da er proportional zu
sin® 0 ist.

Der Streuwinkel 0, fiir den das Maximum der Winkelverteilung angenommen wird, ist vom
Offnungswinkel 0 abhingig. Fiir Am ¢ {1,2} liegt das Maximum fiir ) < 6y, stets bei 6 = 0
bzw. 180°, fiir 8 > 0, bei 8 = 90°. Fiir Am = 2 erhilt man ein dhnliches Verhalten, unterhalb
eines bestimmten Offnungswinkels liegt das Maximum bei 6 = 0 bzw. 180°, fiir groflere Off-
nungswinkel bei 8 = 90°. Der entsprechende Offnungswinkel, bei dem der Ubergang stattfindet,
betragt 0y ~ 49, 1°. Fiir Am = 1 dagegen lésst sich der Streuwinkel 0, bei dem das Maximum der
Verteilung angenommen wird, iiber die Wahl des Offnungswinkels 6}, kontinuierlich einstellen.
Der entsprechende Zusammenhang ist in Abbildung 5.6 dargestellt.
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5.4 Einfluss der Parameter des Strahls auf Winkelverteilung und Polarisation
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o
S 0,4 | ]
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0 = 60°
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0 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 "

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Streuwinkel 6 [°]

Abbildung s.5: Differentieller Wirkungsquerschnitt fiir Am = 2 und verschiedene Offnungswinkel 6.
Die Darstellung ist analog zu Abbildung 5.4.
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Offnungswinkel 6 [°]

Abbildung 5.6: Streuwinkel 0, bei dem das Maximum des differentiellen Wirkungsquerschnitts
doyiw/dQ angenommen wird, in Abhingigkeit des Offnungswinkels 6. Fiir Am # 1 befindet sich das
Maximum der Winkelverteilung jeweils fiir kleine Offnungswinkel bei 6 = 0, fiir grole Offnungswinkel

bei 6 = 90°. Der Offnungswinkel, bei dem der {ibergang stattfindet, betrigt 6 ~ 49, 1° fiir Am = 2,

ansonsten 0y = 0y,. Fiir Am = 1 ldsst sich der Streuwinkel, bei welchem das Maximum angenommen
wird, kontinuierlich einstellen.
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0
5.4.2 Winkelverteilung bei festem Streuwinkel 0

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist von der Form doyg, /dQ = A(6y, ) + cos & - B(6x, 0).
Fiir einen festen Streuwinkel 0 entspricht die Verteilung der Strahlung tiber den Azimutalwinkel

also stets einer verschobenen Kosinusfunktion. Fiir die betrachteten Falle Am = 1 und Am = 2 gilt

< |sin(p+9), Am=1,

cosd (5.34)

—-cos(2p+6), Am=2.

Daraus erhalt man die in Abbildung 5.7 dargestellten Verteilungen tiber den Azimutalwinkel ¢ fiir

einen bestimmten Streuwinkel § und Offnungswinkel 6.

) % sin{26y) sin(20) /lr;e\\inz Ok sinz//\
aa
L \J/ S,/ \/

2
|2|

dUztw/dQ
B
=

0 45 90 135180225270315360 0 45 90 135 180 225 270 315 360

Azimutalwinkel ¢ [°] Azimutalwinkel ¢ [°]

(a) Am =1 (b) Am=2

Abbildung 5.7: Abhingigkeit des differentiellen Wirkungsquerschnitts o, /dQ vom Azimutalwin-
kel ¢ des gestreuten Photons fiir die Félle Am = 1 und Am = 2. Wie man sieht, lasst sich durch
Manipulation von § die Phase der Kosinusfunktion, und damit die Lage der Maxima und Minima,
verschieben.

Wie somit leicht ersichtlich ist, lasst sich iiber den Parameter § steuern, bei welchem Azimutal-
winkel ¢ die Maxima oder Minima der Verteilung liegen. Um dies zu veranschaulichen, sind in
Abbildung 5.8 (Am = 1) und Abbildung 5.9 (Am = 2) die Winkelverteilungen fiir verschiedene
Phasendifferenzen § dargestellt. Fiir die Darstellung wurde jeweils derjenige Offnungswinkel ge-
wihlt, bei dem der Effekt am starksten auftritt, also der Interferenzterm am grofiten ist (6 = 45°
fiur Am =1, 8 = 90° fiir Am = 2).

Das erhaltene Ergebnis, dass man die Winkelverteilung mittels Manipulation von § um die
z-Achse ,,drehen” kann, ist plausibel, da durch jene Manipulation auch die auch die transversale
Intensititsverteilung um die z-Achse gedreht wird, wie man an Gl (5.6) leicht abliest.
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[re] [re]
0,85 0,85
0,8 0,8
0,75 0,75
0,7 0,7
0,65 0,65
0,6 0,6
0,55 0,55
0,5 0,5
@d=1 (b) 6=1 ©8=m

Abbildung 5.8: Differentieller Wirkungsquerschnitt fiir Am = 1, 8 = 45° und A = 1 fiir verschie-
dene relative Phasen §. Die Darstellung ist analog zu Abbildung 5.4. Wie man sieht, lasst sich die
Winkelverteilung durch Manipulation von § um die z-Achse drehen.

(2] (2]
0,9 90 0,9
0,85 0,85
0,8 1504 30 0,8
0,75 0,75
0,7 180 0(r0,7
0,65 0,65
0,6 210\ /330 |10,6
0,55 3 0,55
240 300
0,5 270 0,5
(a)6=§ (b)6=§ (c)d=m

Abbildung s5.9: Differentieller Wirkungsquerschnitt fiir Am = 2, 8, = 90° und A = 1 fiir verschie-
dene relative Phasen §. Die Darstellung ist analog zu Abbildung 5.5. Wie man sieht, lasst sich die
Winkelverteilung durch Manipulation von § um die z-Achse drehen.
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0

5.4.3 Polarisation der gestreuten Strahlung

Die Polarisation wird hier fiir den Fall § = 0, A = 1 diskutiert. Die Graphen fiir andere Werte von
0 ergeben sich erwartungsgemaf3 wieder durch entsprechende Drehung um die z-Achse, wie dies
schon bei der Winkelverteilung der Fall ist. Uber den Parameter § hingen die Stokes-Parameter
auch von dem Azimutalwinkel ¢ des gestreuten Photons ab. Die Helizitdt A geht abermals nur als

Vorzeichen in den Parameter P; ein.

Der Fall Am =1

Der Parameter P, welcher den Anteil parallel bzw. senkrecht zur Streuebene linear polarisierter
Strahlung beschreibt, ist in Abbildung 5.10 exemplarisch fiir drei verschiedene Offnungswinkel

dargestellt.

0,1 0,1 0,2
0 . 8’ 05 0,15
_ 150, 150 4

0.1 190 0,05 0,1
0.2 -0,1 0,05
-0,3 180} -0, 15180}
0,4\ -0,2 0
-0,5 210" -0,25 2105, -0,05

_O, 3 N
-0,6 ~0.35 -0,1
-0,7 -0,4 -0,15
(a) 0 =30° (b) 6y =45° (c) 0 =60°

Abbildung 5.10: Stokes-Parameter P; fiir Am = 1, A = 1 und die Offnungswinkel 6 = 30°, 45° und
60°. Die radiale Achse entspricht sin 0 (dargestellt fiir 0 € [0, ], fiir 6 € [, 2n] (Riickwirtsstreuung)
werden die Graphen um 180° gedreht). Der Vergleich mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt
(siehe Abbildung 5.2(c), 5.2(d) und 5.2(f)) zeigt, dass der Stokes-Parameter P, dort grofd ist, wo auch
der differentielle Wirkungsquerschnitt grof3 ist. Dabei ist das Vorzeichen von P; zu beachten.

Der Parameter P; verhilt sich fiir Am = 1 dhnlich wie im Fall eines einzelnen Bessel-Strahls:
In Bereichen mit groflem differentiellem Wirkungsquerschnitt ist P grofi, in Bereichen mit ge-
ringem differentiellem Wirkungsquerschnitt geringer. Dabei ist das Vorzeichen zu beachten: Fiir
kleine Offnungswinkel 6 ist P; vorwiegend negativ, was Polarisation parallel zur Streuebene
entspricht, fiir groflere Offnungswinkel vermehrt positiv, was Polarisation senkrecht zur Streu-
ebene entspricht. Dies ist dhnlich dem Fall eines einzelnen Bessel-Strahls, jedoch finden sich
nun Bereiche mit positivem und negativem P; in einem Graphen, wihrend fiir einen einzelnen
Bessel-Strahl die Strahlung immer entweder parallel oder senkrecht zur Streuebene polarisiert war
(vgl. Abbildung 4.2). In den Grenzfillen 0 = 0 und 0y = 90° verschwindet der Interferenzterm,
man erhalt das gleiche Ergebnis wie fiir einen einzelnen Bessel-Strahl (siehe Kapitel 4).
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5.4 Einfluss der Parameter des Strahls auf Winkelverteilung und Polarisation

Schon bei Betrachtung der Formeln féllt auf, dass nun P, nicht mehr grundsitzlich verschwindet;
der Anteil linear polarisierter Strahlung ist also nicht mehr unbedingt parallel oder senkrecht
zur Streuebene polarisiert. Fiir Am = 1 ist der Parameter P, proportional zu cos 0 sin 0y, wird
also fiir 6 = 45° maximal. In Abbildung 5.1 ist er fiir die Offnungswinkel 6 = 15°, 30° und 45°
dargestellt. Fiir 8, = 0 und 0 = 90° verschwindet der Parameter.
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0,1 0,1

0|0 0
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(a) O =15° (b) x =30° (c) B =45°

Abbildung s5.11: Stokes-Parameter P, fiir Am = 1, A = 1 und die Offnungswinkel ; = 15°, 30° und
45°. Die radiale Achse entspricht sin 6 (dargestellt fir 0 € [0, nt], fiir 6 € [, 2nt] (Rickwirtsstreuung)
werden die Graphen negiert und um 180° gedreht, was die Verteilung jedoch insgesamt nur geringfiigig
beeinflusst). Der Parameter P, ist fiir 8 = 45° maximal und verschwindet fiir 8 = 0 und 6; = 90°.

Die zirkulare Polarisation, charakterisiert durch den Stokes-Parameter Ps, besitzt fir Am = 1,
vor allem fiir grofere Offnungswinkel 0y, den grofleren Anteil an der Strahlung, da die Parameter
Py und P, fiir groere Offnungswinkel betragsmifig kleiner werden, wihrend P; zumindest
in einigen Bereichen betragsmifig relativ grof3 (> 0,7) bleibt. In Abbildung s.12 ist P; fiir die
Offnungswinkel 6 = 30°, 60° und den Grenzfall 90° dargestellt.

»»»»» 1 0,8

0,8 0,6

L 30 0,6 0,4

1 8,‘21 0,2
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(a) 6 =30° (b) 0% = 60° (c) Bx =90°

Abbildung 5.12: Stokes-Parameter P; fiir Am = 1, A = 1 und verschiedene Offnungswinkel 6. Die
radiale Achse entspricht sin 6 (dargestellt fiir 6 € [0, ], fiir 6 € [7, 2n] (Riickwirtsstreuung) werden
die Graphen negiert und um 180° gedreht). Wie man sieht, sind die maximalen Werte fiir P; stets
relativ grof}, sodass bei groeren Offnungswinkeln die zirkulare Polarisation iiberwiegt.
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0

Der Polarisationsgrad IT ist in Abbildung 5.13 fiir die Offnungswinkel 6 = 30°, 60° und 90°
dargestellt. Er ist in gewissen Bereichen auch fiir 6, — 90° noch relativ hoch, was hauptsachlich
an der zirkularen Polarisation liegt. Fiir geringe Offnungswinkel liegen die Bereiche maximalen
Polarisationsgrades noch bei kleinen Streuwinkeln, fiir grofiere Offnungswinkel wandern diese
zu Streuwinkeln um 90°. Im Extremfall 6; = 90° (siehe Abbildung 5.13(c)) wird dies besonders
deutlich. In diese Bereiche werden auch die meisten Photonen gestreut, wie der Vergleich mit der
entsprechenden Winkelverteilung (siehe Abbildung 5.2) zeigt.

1 1 0,8
0,95 0,9 0,7
0,9 0,8 0,6
0,85 0,7 05
o8 0,6 ,
075 0,5 0,4
0.7 0.4 0,3
oo 0,3 0.2
, 0,2
0,6 0,1 0,1
0,55 0 0

(a) 0 =30° (b) 6 = 60° (c) 6 =90°

Abbildung 5.13: Polarisationsgrad II fiir Am = 1, A = 1 und verschiedene Offnungswinkel 6. Die
radiale Achse entspricht sin 6 (dargestellt fur 0 € [0, ], fir 0 € [, 21t] (Riickwirtsstreuung) werden
die Graphen um 180° gedreht). Wie man sieht, liegen die Bereiche maximalen Polarisationsgrades fiir
kleinere Offnungswinkel bei Streuwinkeln um 0°, fiir grofere Offnungswinkel wandern sie zu 6 = 90°.

Der Fall Am =2

Der Parameter P ist in Abbildung 5.14 fiir Am = 2 und verschiedene Offnungswinkel dargestellt.
Er zeigt ein dhnliches Verhalten wie fiir Am = 1: Die Bereiche, in denen er am grofiten ist, fallen
mit denen des grofiten differentiellen Wirkungsquerschnittes zusammen, wie ein Vergleich mit
den entsprechenden Graphen (Abbildung 5.3(c), 5.3(f) und 5.3(h)) zeigt.

Der Parameter P, verschwindet auch fiir Am = 2 nicht generell. In Abbildung s.15 ist er fiir
verschiedene Offnungswinkel dargestellt, dabei ergibt sich stets ein charakteristisches Muster. Fiir
Am = 2 ist P, proportional zu sin® 0, wird also im Grenzfall 5 — 90° am grofiten.

Der Parameter P; ist fiir Am = 3 und verschiedene Offnungswinkel in Abbildung 5.16 dargestellt.
Dabei erkennt man, dass das Maximum unabhingig vom Offnungswinkel 0 stets bei 6 = 0
liegt, das Minimum entsprechend bei 6 = 180° (fiir A = 1). Im Gegensatz zu Am = 1 (siehe
Abbildung 5.12(c)) verschwindet P; fiir 6 = 90° vollstandig, wie im Fall eines einzelnen Bessel-
Strahls (vgl. Abbildung 4.3).

Der Polarisationsgrad IT ist in Abbildung 5.17 fiir Am = 2 und verschiedene Offnungswinkel 6
dargestellt. Im Unterschied zum Fall Am = 1 ist die Polarisation fiir sehr grofie 65 hauptséchlich
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5.4 Einfluss der Parameter des Strahls auf Winkelverteilung und Polarisation

0 0,45
-0,1 0,4
5 0,35
-0, 0,3
-0,3 0,25
-0,4 0,2
0.5 0,15
-0,6 0,05
270 -0,7 0
(a) 6, =30° (b) 0x = 60° (c) 0 =90°

Abbildung 5.14: Stokes-Parameter P, fir Am =2, A =1 und die Offnungswinkel 8 = 30°, 60° und
90°. Die radiale Achse entspricht sin 6 (sowohl fiir 6 € [0, 7] als auch fiir 0 € [, 27]).

0,08 0,4 0,6

0,06 0,3 0.4

0,04 0.2

0,02 0,1 0,2

0 0 olto

0,02\ A ~0,1 0.2

—0,04 210\ . —-0,2

~0,06 0.3 ~0,4

~0,08 ~0,4 270 ~0,6
(a) 6 =30° (b) 0y = 60° (c) 0 =90°

Abbildung 5.15: Stokes-Parameter P, fiir Am = 2, A = 1 und die Offnungswinkel 6, = 30°, 60°
und 90°. Die radiale Achse entspricht sin 6 (dargestellt fiir 6 € [0, nt], fiir 6 € [, 2n] (Riickwirts-
streuung) werden die Graphen negiert). Der Parameter P, ist fiir 6, = 90° maximal und weist eine
charakteristische Struktur auf, die sich mit wachsendem Offnungswinkel qualitativ nur geringfiigig
verdndert.

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
270 0

o
(=]

-0,5

-1
(a) Ok =30° (b) 6 = 60° (c) Bk =90°

Abbildung 5.16: Stokes-Parameter P; fiir Am = 2, A = 1 und die Offnungswinkel 6; = 30°, 60° und

90°. Die radiale Achse entspricht sin 6 (dargestellt fiir 0 € [0, 7], fiir 6 € [, 21t] (Riickwértsstreuung)

werden die Graphen negiert). Der Parameter P; ist stets fiir § = 0 maximal (im Fall A = 1), im Grenzfall
0 — 90° verschwindet er.
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5 Superposition zweier Bessel-Strahlen mit gleichem Offnungswinkel 0

linear, da der Anteil der zirkularen Polarisation im Grenzwert 0 — 90° (siehe Abbildung 5.16(c))
verschwindet und P, dafiir mit steigendem 0 wichst (siehe Abbildung 5.15(c)). Auch fallen die
Bereiche maximalen Polarisationsgrades fiir grofle 6 nicht mit denen des grofiten differentiellen
Wirkungsquerschnitts zusammen (vgl. insbesondere Abbildung 5.17(c) mit Abbildung 5.3(h)).

1 0,5
0,45
0,9 o o
0,8 N[0
O
0,7 - o|to,25
0,6 Lo
: 0,15
0.5 330 0,1
0,05
0,4 0
(a) 6i =30° (b) 0k =60° (c) 6k =90°

Abbildung 5.17: Polarisationsgrad I1 fiir Am = 2, A = 1 und verschiedene Offnungswinkel 6. Die
radiale Achse entspricht sin 6 (sowohl fiir 6 € [0, ] als auch fiir 6 € [7, 2n]). Wie man sieht, liegen
die Bereiche maximalen Polarisationsgrades fiir kleinere Offnungswinkel bei Streuwinkeln um 0°,
die zirkulare Polarisation dominiert diesen Bereich. Im Grenzfall 8, — 90° dominiert die lineare
Polarisation, die zirkulare Polarisation verschwindet, wie die Analyse der Stokes-Parameter zeigt.

50



6 Schlussfolgerungen und Ausblick

Die Zielsetzung bei der Untersuchung der Thomson-Streuung von Twisted Light war es, heraus-
zufinden ob sich die Winkelverteilung des gestreuten Lichts durch Variation der Parameter des
eintreffenden Strahls gezielt beeinflussen lasst. Zusitzlich wurden die Stokes-Parameter der ge-
streuten Strahlung berechnet, um deren Polarisationseigenschaften zu charakterisieren.

Fiir einen Twisted Photon mit einer wohldefinierten Helizitat wurde lediglich eine Abhangigkeit
vom Offnungswinkel 6, festgestellt, die topologische Ladung m hat keinen Einfluss auf Winkel-
verteilung und Polarisation. Dies steht in Einklang mit der Literatur. Es wure festgestellt, dass
bei groferem Offnungswinkel die Zahl der senkrecht (6 ~ 90°) gestreuten Photonen zunimmt,
wihrend die Zahl der vor- und riickwértsgestreuten Photonen (6 ~ 0°,180°) abnimmt. Wenn
der Offnungswinkel des Bessel-Strahls dabei dem magischen Winkel 8,,, ~ 54, 7° entspricht, ist
die gestreute Strahlung gleichférmig {iber alle Raumwinkel verteilt. Zudem enthdlt die gestreute
Strahlung in diesem Fall nur zirkular polarisierte Anteile (deren Anteil und Helizitdt allerdings
mit dem Streuwinkel variiert), wihrend fiir die tibrigen Offnungswinkel auch Anteile linearer
Polarisation vorhanden sind.

Weiterhin wurde die Streuung fiir eine Superposition zweier Strahlen mit unterschiedlicher
topologischer Ladung untersucht, da sich hierdurch eine Abhingigkeit von der Differenz Am der
beiden topologischen Ladungen ergeben sollte. Hierbei wurde festgestellt, dass sich ein solcher
Effekt nur fiir Am = 1 oder Am = 2 einstellt, in den anderen Fillen erhdlt man das Ergebnis
fiir einen einzelnen Strahl mit wohldefinierter topologischer Ladung. Dieses Verhalten weicht
erheblich von den Ergebnissen fiir die von Seipt, Surzhykov und Fritzsche [1] untersuchte inverse
Compton-Streuung mit Twisted Electrons ab.

Fir Am € {1, 2} erhilt man eine Winkelverteilung, die nicht nur vom Streuwinkel 6, sondern
auch vom Azimutalwinkel ¢ der gestreuten Photonen abhingt. Dabei ergeben sich Szenarien, in
denen die Photonen bevorzugt in zwei entgegengesetzte Richtungen gestreut werden, d. h. (6, ¢)
und (180° — 0, 180° + ¢). Dabei ldsst sich fiir Am = 1 der Streuwinkel 6, bei dem das Maximum
der Verteilung liegt, durch Manipulation des Offnungswinkels 6 kontinuierlich einstellen. Der
entsprechende Azimutalwinkel ¢ lasst sich durch die relative Phase & der beiden iiberlagerten
Photonen steuern.

Das Maximum des differentiellen Wirkungsquerschnitts ist bei allen Szenarien typischerweise
um den Faktor 1, 5 bis 2 grofier als das Minimum.
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6 Schlussfolgerungen und Ausblick

Insgesamt kann die Winkelverteilung zwar durchaus effektiv beeinflusst werden, allerdings
nicht in dem Mafle wie bei der erwihnten inversen Compton-Streuung mit Twisted Electrons.
Zudem sind fiir eine signifikante Manipulation der Winkelvertelung teilweise Bessel-Strahlen mit
sehr groflen Offnungswinkeln notig.

Die qualitativen Unterschiede zwischen den hier ermittelten Winkelverteilungen und denjenigen
tir die inverse Compton-Streuung mit Twisted Electrons lassen sich durch die hier erfolgte nicht-
relativistische Betrachtung erklaren: Da die Elektronen in den von Seipt, Surzhykov und Fritzsche
untersuchten Szenarien relativistische Energien aufweisen, iibertragen sie einen Teil ihres Impulses
auf die Photonen, weshalb diese in einen Kegel gestreut werden, dessen Offnungswinkel dem des
Bessel-Strahls der Elektronen entspricht. Daher wire es interessant, die Streuung von Twisted Light
auch an relativistischen Elektronen zu untersuchen, um zu sehen, ob sich d4quivalente Resultate
ergeben.

Weiterhin bote es sich an, einen Elektronenstrahl mit lateraler Struktur zu betrachten, in dem
Sinne, dass die Elektronen (mit einer gewissen Ortsunscharfe) an einer bestimmten Stelle auf dem
Strahlquerschnitt ,,platziert” sind. Dies bietet weitere Freiheitsgrade, durch deren geschickte Wahl
sich evtl. Winkelverteilungen ergeben, die sich von den hier erhaltenen wesentlich unterscheiden.
Auflerdem wurden an dieser Stelle nur Strahlen mit wohlbestimmter Helizitat A betrachtet, also
zirkular polarisiertes Licht. Die Streuung mittels andersweitig polarisierter Bessel-Strahlen stellt
eine weitere mogliche Erganzung der hier durchgefiihrten Untersuchungen dar.
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Anhang

A.1 Verwendete Symbole/Konventionen

Bei den Berechnungen kommmen die folgenden Konventionen zum Einsatz:

« Hiite kennzeichnen Einheitsvektoren, z. B. &,
« umgedrehte Hiite kennzeichnen Operatoren, z. B. H.

« Sofern es sich nicht um eine Summationsvariable handelt, beschreibt ein Index i (,,initial®)
den den Wert einer physikalischen Groéfe im Anfangszustand und f (,,final“) im Endzustand
des Systems.

o Der Buchstabe o bezeichnet den Polarisationszustand eines Photons, der z. B. durch einen
Jones-Vektor reprasentiert werden kann. Der differentielle Wirkungsquerschnitt wird mit
do/dQ bezeichnet, wihrend der totale Wirkungsquerschnitt zur Vermeidung der Verwechs-
lung mit oot bezeichnet wird.

A.2 Die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes ist in vielen Lehrbiichern beschrieben. Der
Vollstandigkeit halber wird die Herleitung hier kurz zusammengefasst.
Das klassische elektromagnetische Feld im Vakuum wird durch die Maxwellgleichungen

10B 1
Vx€=—-———, VX'B=—§,

c ot c ot (A1)
vV-€=0, V-B=0

beschrieben. Zur Losung fithrt man das skalare Potential ¢ und das Vektorpotential A ein:
E=——-V¢, B=VxA. (A.2)
Bei der Wahl der Potentiale besteht eine Eichfreiheit, wir verwenden die sogenannte Coulomb-

Eichung
V-A(x,t)=0, ¢(x,t)=0. (A3)
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Anhang

Es folgt eine Wellengleichung fiir das Vektorpotential:

(vz—c——)Azo. (A.4)

Zur Lésung der Gleichung wihlt man ein kubisches Volumen V = L? mit periodischen Rand-
bedingungen und den Ansatz A(x, t) = A(x)e!“!. Losungen sind die Normalmoden

Ako = Npgoe®™, (A.s)

wobei die Wellenvektoren k aufgrund des endlichen Volumens nur diskrete Werte annehmen
koénnen (%k € Z?) und betragsmafig iiber k = w/c mit der Kreisfrequenz w zusammenhingen.
Die Polarisationsvektoren &, zu einem Polarisationszustand o stehen senkrecht auf dem jeweiligen
Wellenvektor, &, - k = 0. Bei der Grole Ny handelt es sich um eine von k = |k| abhingige
Normierungskonstante. Nun ldsst sich ein beliebiges Vektorpotential, das die Coulomb-Eichung
(A.3) erfiillt, als Fourierentwicklung der Normalmoden darstellen:

A(x,t) = kz [akoAko (X) + ag A, (x)]

= ZNk [ékgakaeik'x + é;oa,’zae*ik'x] . (A.6)
k,o

Dabei wird iiber alle erlaubten Wellenvektoren k und iiber zwei orthogonale Polarisationszusténde
o summiert. Mit den Entwicklungskoeffizienten ay, erhélt man fiir die Energie des elektromagne-
tischen Feldes den Ausdruck

2 2
He [l
8n

k2 * *
=Y ——NiL’ [akoaj, + Ay ako] - (A7)
ko d4m
Vergleicht man dies mit der Energie von quantenmechanischen harmonischen Oszillatoren,
jéi] ) (A.8)

so erkennt man, dass beide Ausdriicke die selbe Struktur besitzen. Daher ersetzt man die Fourier-
koefhizienten durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dg, d,ta. Damit die Energien
ibereinstimmen, setzt man Ny = \/% . Die einzelnen Photonen werden also als Anregungs-
zustdnde der sogenannten Feldoszillatoren beschrieben: Der Grundzustand entspricht keinem
Photon des entsprechenden Wellenvektors und Polarisationszustandes, durch den Erzeugungsope-
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A.2 Die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

rator wird die Anzahl der entsprechenden Photonen um 1 erhéht, durch den Vernichtungsoperator
um 1 vermindert. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wirken auf die Besetzungszahl-

zustande (die Anregungszustinde der Feldoszillatoren),

dko| ko) = /Mo | Pko — 1) al ko) = /nke + 1| nig + 1), (A.9)

und erfiillen die bekannten Kommutatorregeln
v v Mt ot _ v A —
[dko> A/ yr] = [ako, ak,a,] =0, [akg, ak,a,] = 0kx' 000 - (A.10)

Der Besetzungszahloperator Ny = d;rwé ko zahlt die Anzahl der Photonen eines Wellenvektors

und Polarisationszustandes:
Nio| ko) = kol ko) - (A1)

Der Operator des Vektorpotentials ergibt sich so zu

y 2TAC 1y v ik ax b ik
A(x,t) = kZ Tk [skaakaelkx + skaa;rwe lk"] ) (A12)
N

Im folgenden Absatz wird der Grenzwert V' — oo betrachtet, um kontinuierliche Wellenvektoren
k zuzulassen. Dies ist notwendig, da die Bessel-Strahlen als kontinuierliche Superposition ebener
Wellen beschrieben werden. In den Lehrbiichern von Greiner [14] und Sakurai [15] wird diese
Betrachtung unterlassen, die entsprechende Normierung im Grenzwert wurde daher dem Werk
von Vogel und Welsch [19] entnommen.

Um kontinuierliche Wellenvektoren beschreiben zu kdnnen, wahlt man ein unendliches Volu-
men. Im Grenzwert V — oo werden die Summen iiber die Wellenvektoren zu Integralen und die
diskreten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ersetzt man durch kontinuierliche Varianten
dq (k) gemafB [19, S. 27]

d3k 271 3/2
. 3 v . v
Zk: - LILH;L E und dke — Llln;o(f) as (k). (Aa3)

Fiir die neu definierten, kontinuierlichen Leiteroperatoren gelten die Kommutatorregeln
o (k). dor (K] =[5 (), L, (K)] =0, [de(k),al,(K)] = 6P (k= K)85or.  (A14)

Das Vektorpotential fiir kontinuierliche Wellenvektoren k ergibt sich mit diesen Operatoren zu

A(x,t) = / d3k$ %Z[éa(k)dg(k)eik"‘+é;(k)d;(k)e‘ik"‘]. (A.15)
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Anhang

A.3 Berechnung der Ortswellenfunktion eines Bessel-Strahls

Zur Berechnung der normierten Ortswellenfunktion v,_,, (7., ¢,z) fiir ein Twisted Photon
verwendet man die Entwicklung nach ebenen Wellen (siehe Gl. (2.49)) und setzt die Ortswellen-
funktion (2.21) fiir ebene Wellen ein:

Viukom (%) = (|26, kg, m, A)

d’k ,
_f(z )lza%m(kl)( x|k, + ke, A)

dzk m _im 1 é;)x
:/(Zn)lz T qymeimong(k, _%)ﬁ (kytkeec)x (A.16)

In Zylinderkoordinaten x = (r, ¢, z) ist
(kp+kze;) -x=kyr cos(pr—¢)+k.z. (A1y)

Mit [ d*k, = [dk, k, [dg; wird dies zu

21 . im ik, r, cos ik,
Vokom (71, 9, 2) = _( i (2 B fdh k, /dq)ke k5 (k, _%)ek (pr=9) gikzz
(Aa8)
Nach Ausfiihren des Integrals iiber k, erhdlt man
2n n m 1 imey Jinr, cos(pr—¢)  ik.z
Vikom (T, 9,2) = Wﬂ(_l) Efdﬁl’ke € e
_ %(_i)meikzzzi /dQDk ei[m(pk+%rl cos(pr—9)] ) (A.19)
L i
Mit der Substitution ¢y := ¢ — ¢ — 7 ergibt sich
Wnkzm(rla(l)rz) _ - V( )m ik,z * /dq) el m(pk+rn(p+mn/2+mlcos(q)k+ )]
( 1)me1m1't/2 1m(pelkzz fd§0k el[m(pk+%rLcos((pk+ )]
2 V. .
=1
_ 2%Veim(peikzz2’i fd{bk ei[m(/')k—nn sin¢k] . (A.ZO)
T T

Mit der Integraldarstellung J,,, (x) = ﬁ ST de ellme=xsing] der Besselfunktion erster Gattung, die
man z. B. bei Temme [20] nachschldgt, erhélt man schliefllich

n ime i
Vakeom (71595 2) =/ m]m(%n)e 9eik:z (A.21)
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A.4 Losung des Integrals aus Abschnitt 5.2

A.4 Losung des Integrals aus Abschnitt 5.2

Das in Abschnitt 5.2 zu berechnende Integral

2
£5,(6,0) - &n (6, 61| (A22)

ddagt =r? %: fc;—q;[k cos (Amgbk + 5)
ist nur fir Am € {0, 1,2} ungleich Null. Dies ist der Fall, da die Polarisationsvektoren &5 (6, ¢x)
nur Terme enthalten, die proportional zu cos ¢, oder sin ¢, sind oder nicht von ¢; abhiangen.
Das Betragsquadrat |é;f (6,0)-£a (0%, k) |* besteht daher nur aus Summanden, die proportional
zu cos® @y, sin’ @, cos P sin @, cos ¢ oder sin ¢ sind oder nicht von ¢ abhingen.

Fiir n € N gelten die Formeln

2n mcosd, n=0,
/dxcos(nx+8) cos® x = Zcosd, n=2, (A.23)
0 0, sonst,
2n mcosd, n=0,
/dxcos(nx+6) sin®x = -5cosd, n=2, (A.24)
0 0, sonst,
2n T
-Zsind, n=2,
/ dx cos(nx + ) cosx sinx = { 2 (A.25)
0, sonst,
0
21
mcosd, n=1,
f dx cos(nx + ) cosx = { (A.26)
0, sonst,
0
2n (S
ncosd, n=1,
/ dx cos(nx + §) sinx = { (A.27)
0, sonst,
0
s 2mcos d 0
cosd, n=0,
/ dx cos(nx + 9) = (A.28)
5 0, sonst.

Damit ist offensichtlich, dass doy,/dQ fir Am ¢ {0,1,2} stets verschwindet.
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